Problèmes de Neumann non linéaires sur les variétés riemanniennes  by Cherrier, Pascal
JOURNAL OF FUNCTIONAL ANALYSIS 57, 154-206 (1984) 
Problemes de Neumann non linhaires sur 
les varic%s riemanniennes 
PASCAL CHERRIER * 
Dkpartement de Mathkmatiques, C.S.P.. 
UniversitP de Paris-Nord, 93430 Villetaneuse, France 
Communicated by the Editors 
Received January 1984 
Nonlinear Neumann problems on riemannian manifolds. Let (M,g) be a C”’ 
compact riemannian manifold of dimension n > 2 whose boundary B is an (n - 1). 
dimensional submanifold and let M = WB be the interior of u. Study of Neumann 
problems of the form: dd +f(d, x) = 0 in M, (d#/dn) + g((, y) = 0 on B, where, for 
every (t, X, y) E R x M x B, If(t. X) 1 and 1 g(t, v)l are bounded by C( I + If I”) or 
C exp(l [I”). Application to the determination of a conformal metric for which the 
scalar curvature of M and the mean curvature of B take prescribed values. 
Soit (a, g) une variett riemannienne compacte CoL de dimension n > 2, d’in- 
ttrieur M, dont le bord B est une sous-variete de dimension n - 1. etude de 
problemes de Neumann du type: A# +f(d, x) = 0 dans M, (d#/dn) t g(#, y) = 0 sur 
B, ou, pour tout (t,x,y)~ R x M x B, lf(t,x)l et ig(t,y)l sont majores par 
C( I + 1 tI”) ou C exp(l t I”). Application a la determination d’une metrique conforme 
a g pour laquelle la courbure scalaire de M et la courbure moyenne de B prennent 
des valeurs prescrites. 
Dans tout cet article, les varietes et sous-varietes sont supposees de classe 
Cm. 
Soit (a. g) une variete riemannienne compacte de dimension n 2 2 dont le 
bord B est une sous-varietl de dimension n - 1 qu’on munit de la structure 
riemannienne induite par celle de I%? et soit M = @\I3 I’interieur de I%?. 
Supposons li? orientable; notons c le champ de vecteurs g-unitaires normaux 
a B dans Ii? diriges vers l’exterieur et d/dn la derivation correspondante. On 
s’interesse a des problemes de Neumann du type 
A# +f(Q, x) = 0 dans M, Aqi = -ViVig le laplacien de 4, 
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f(t, x) et g(t, y) designant deux fonctions numeriques detinies respectivement 
sur R x M et R x B telles que, pour tout (t, x, y) E R x # x B, on ait, si 
n = 2, 
l.lT,x)I t I&y)1 <A eC’f”L oti l<a<2 
et, si n > 3, 
If(fv XII < w -I- I~l”>~ I&Y)l <a1 + IV> 
avec 1 < p < (n + 2)/(n - 2), 1 < u < n/(n - 2), A, C, D designant des 
constantes. Les cas a = 2, p = (n t 2)/(n - 2) 0 = n/(n - 2) sont limites et 
correspondent a des inclusions de Sobolev continues mais non compactes. 
On u&era ici de facon essentielle certaines inegalites precises relatives 
aux espaces de Sobolev demontrees dans Cherrier [Ill. Par la definition et 
les propriltes des espaces de Sobolev sur les varietts riemanniennes, ainsi 
que la notion de meilleure constante dans les inegalites de Sobolev, voir 
Aubin [5]. 
Le plan de ce travail, divise en six sections, est le suivant: I. Une extension 
du probleme de Yamabe aux varietes i bord; II. Prtliminaire lineaire et 
theoreme de regularite; III. Un probltme de Neumann avec croissance 
exponentielle des termes non linbaires; IV. Application geometrique; V. Un 
cas limite de probleme de Neumann non lineaire en dimension 2; VI. Un 
probleme de Neumann non lineaire en dimension n > 2. 
Cet article a Cte resume dans la Note Cherrier [IO]. 
I. UNE EXTENSION DU PROBL~ME DE YAMABE (17) 
AUX VARIBTBS A BORD 
Une motivation geometrique de notre etude est la suivante. 
Cas n = 2. Definissons la courbure geodesique de B dans fi, 
relativement a la direction normale c, comme Ctant la fonction h telle que 
V,< = hX pour tout champ de vecteurs X tangents a B; V,< est en effet 
parallele a X puisque, de g(& <) = 1, on deduit, par derivation covariante, 
g(V,& r) = 0. Effectuons le changement de metrique conforme g’ = e@g, ou 
4 E C”(a). Soient R, h (resp. R’, h’) les courbures calaire et geodesique de 
M et B pour la mitrique g (resp. g’). On sait que, dans M, 
A#+R=R’em. 
Soient V’ la derivation covariante relative a la connexion riemannienne 
associee i la metrique g’ et <’ le champ de vecteurs g’-unitaires normaux a B 
dans &? dirigts vers l’exterieur. Comme, pour tous champs de vecteurs S 
et T, 
V&T-V,T=+[S(#)T+T($)S-g(S,T)V#], 
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on voit, en prenant X tangent a B, que 
=e -m/2 
et, puisque Vi<’ = h’X, on trouve qu’en tout point de B, 
Soient alors R ’ E C”(M) et h’ E C”(B). La determination d’une metrique 
riemannienne sur M conforme a la metrique initiale g pour laquelle la 
courbure scalaire de A4 et la courbure geodesique de B sont respectivement 
egales i R’ et h’ conduit done au probleme aux limites suivant: 
A#fR=R’e” a l’interieur, 
4 dn + 2h = 2h’em12 au bord. 
Cas IZ > 3. Soit h la courbure moyenne du bord B, relativement a la 
direction normale tl, defmie comme &tam la trace de l’endomorphisme 
X+ (l/(n - 1)) V,< de l’espace des champs de vecteurs tangents a B. Soient 
R ’ E C”O (M), h’ E C”“(B). On peut vouloir determiner sur A? une metrique 
riemannienne g’, conforme i g, pour laquelle la courbure scalaire de A4 et la 
courbure moyenne de B soient, respectivement, Cgales a R’ et h’. Cherchons 
g’ sow la forme g’ = #4’(n-2) g, oi 4 E C”(A?) est partout positive. On sait 
que, dans A4, 0 doit satisfaire a l’tquation 
4 ?&j$ +&j 4’#(“+2)1(“-2). 
Soit (e, ,..., e,- r, {) un champ de rep&es g-orthonormes de ii?, de classe C”, 
defini sur B. Par definition, 
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oi ef= #-2’(n-2’ ei et (’ = $-21(n-2)<. par suite, 
4 4/O-2) n- 1 
h’ = n _ 1 C #4’(2-n’ g(VLi(#2’(2-n) r , ei) 
i=l 
=--& z: [g(ei($2”2-n)) t, ei> + 42’(2-n) g(V:ity ei>] 
4 
2/(2-n) n-1 
= 
n _ 1 
Or, pour tous champs de vecteurs S et T, 
V;T-V,T= ~mw) T+ T(O) s-m T)V#l. 
Par consequent, 
h’ = I *‘(*-” 
n-1 
5’ [ g(Veit, ei) + 
i=l 
- de,, 4 Vh ei) 
I 
2 n-1 
= 
4 *‘(*-” h + (n _ l)(n _ 2) V(2-n’ ,Fl C(4) g(eiT ei) 
Sur la frontier-e B, la fonction inconnue 4 doit done verifier la condition aux 
limites non linlaire 
2 4 n-2dn + h4 = hrf”(*-*). 
II. PR~LIMINAIRE LINBAIRE ET THI~O&ME DE REGULARITY 
Dans cette partie, nous demontrons deux resultats que nous utilisons a 
plusieurs reprises par la suite. Au Lemme 1, a l’aide de la technique 
variationnelle reprise dans le cas non lineaire, nous precisons la resolution du 
probleme de Neumann lineaire (pour une technique differente, voir 
Ladyzhenskaya et Ural’tseva [ 13, p. 1371). Le Theo&-me 1 prouve la 
regularite de solutions faibles de problemes de Neumann mises en evidence 
par la mbthode variationnelle. 
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Soit M une variete riemannienne compacte, orientable, de dimension 
n > 2, d’interieur M, dont le bord B est une sous-variite de dimension n - 1. 
Soient u, U’ E C”(M) et v, u’ E P(B). On le peut Cnoncer le 
LEMME 1. II existe y E P(M) vbifiant 
A~+uy/+u’=OdansM et (dy/dn) + vy/ t v’ = 0 sur B 
dans les deux cas suivants: 
(i) si les fonctions u et v sont >O, rune dentre elles &ant >O; 
(ii) si u et v sont ~0 et i, u’dV + .fe v’dS = 0; 
y est unique (aux constantes additives p-h dans le second cas). 
De’monstration. L’assertion relative a I’unicite risulte du principe du 
maximum. Pour la mise en evidence de ty, nous prendrons U’ et v’ non ~0 
simultanement (sinon la fonction nulle est la solution cherchee). 
(i) Compte tenu des inclusions de 23, = H:(M) dans La(M) et La(B) 
(a = 1 ou 2), Adams [ I], detinissons, pour tout w E H,, 
et 
I(w) =1‘ (/VW/* t uw’) dV+I’ VW* dS 
M R 
J(w)=j-/wdV$jgv’wdS. 
Pour tout reel R # 0, considerons I’ensemble non vide 3 = {w E H, ; 
J(w) = R } et p la borne inferieure sur GF@ de la fonctionnelle I > 0. 
Soit (wi) une suite de R telle que lim,+,, Z(wi) =p. Elle est bornee dans 
Hr. En effet, ]] Vw,lli < Z(wi) < cte. D’autre part, si u > 0, inf, u > 0 
done W-h u) II Wi ll:,M < iM uwfdY< I(w,) et sup,(]]wi]],,,) < co. Si v > 0, 
inf, v > 0 done (] w~]]:,~ < (inf, v))’ I(wi) < cte et aussi ]/ WiI1Z.M < cte car, 
voir, par exemple, le paragraphe c de la preuve du Theoreme 2 de Cherrier 
[ill, 
lltl12.MS ctW% + l15112,B> quel que soit < E H, . 
Dans les deux cas, sup,(/] wi]lH,) < 00. 
Les injections du Hilbert H, dans L*(M) et L*(B) etant compactes 
(Adams [l]), quitte a extraire une suite partielle, on peut supposer que la 
suite (wi) converge vers w E H, faiblement dans H,, fortement dans L”(M) 
et L”(B) (a = 1 ou 2), presque partout sur M et B. Done, d’une part, 
J(w) = limi+oo J(wi) = R c’est-a-dire que w E R et, par suite, Z(w) >p. 
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D’autre part, j, UW’ dV + I, VW* dS = lim,, [J”,,, uw: dV + JB vwf dS] et 
11 VW 11: < lim infi+, 11 Vwilli; ainsi Z(w) < limi,, Z(wi) = ,u, done Z(w) = p. 
Enfin, ~1 est f 0, car, si Z(w) etait nul, on aurait IIVwl12 = 0 et II wII~,~ = 0 ou 
(I wII*,~ = 0 selon que 24 ou 2, est >0: w serait presque partout nulle, ce qui 
contredit le fait que J(w) = R # 0. 
Le minimum ~1 de Z sur SF ttant atteint en w, ecrivons l’equation d’Euler. 
On obtient un scalaire v tel que, pour tout r E H, , 
I, (V’WVi< + UW<) dV +,fB vw<dS+v(jMu’<dV+j/<dS) =O. 
Choisissant r = w, on voit que v = - Z(w)/.Z(w) = -,u/R # 0. A l’aide du 
Thtoreme de regularite 1 enonce plus bas, on conclut que y = w/v verifie les 
equations requises. 
(ii) Quand u z 0, 21 s 0 et 1, u’dV t I,v’dS = 0, 8 est stable par 
l’addition des fonctions constantes et, si R’ = {$ E R, s,,, #dV= 0}, il 
convient de considtrer ,u’ = Inf{ 1) V# 11 i ; 4 E SF’}. Comme 
on montre que toute suite minimisante est bornee dans H, puis que ,u’ est 
atteinte en w’ E 2’ et est # 0. On obtient ensuite deux multiplicateurs de 
Lagrange v et v’ tels que, si r E H,, 
I M V'W'Vi~dVtV (jMu’<dVtjBv’<dS) +V’jM<dV=O. 
En prenant < = 1, on trouve que v’ = 0 puisque I, u’dV + (, v’dS = 0 et on 
acheve comme au paragraphe (i). 
TH~OR~ME 1. Soient HE C”O(R X A$, L E C”O(R X B) et 4 E H,. 
Faisons les hypothbes suivantes: 
(i) Si n = dim li? > 3, pour tout (t, x, y) E R x fi x B, 
IH(t,x)I <cte(l t ItI”-‘) et IL(t,y)I < cte(l t IflT--l), 
od a=2n/(n-2) et T=2(n- l)/(n-2). 
(ii) Si n = 2, il existe un r&e1 q > 1 tel que H($, x) E Lq(M) et 
L@v Y> E L’(B). 
Supposons que, pour tout r E H,, 
j (V’#Vi r +H(#, X) r) dV(x) +j L(#, Y) US(y) = 0. (1) M B 
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Alors 4 E Coo(@) et satisfait ri 
A# + H(Q, x) = 0 dans M, d# dn+L($,y)=O surB. (2) 
Dkmonstration. Now considererons la regularite a l’interieur acquise 
(Ladyzhenskaya et Ural’tseva [ 131, Triidinger [ 161) c’est-a-dire que 
4 E Coo(M) et veritie la premiere quation (2). Procedant en plusieurs &apes, 
nous allons prouver que 4 est bornee puis que $ E H:(M) quels que soient 1 
et q. Ainsi, Adams [ 11, Q E C”(M) et, en integrant par parties la relation 
(I), nous trouvons que 
~+W,Y) TdS(y)=O I pour tout < E H, , 
c’est-a-dire d#/dn + L(q$ y) = 0 sur B. 
1. Placons-nous dans le cas (i) et demontrons que 4 E L” par la 
methode du Theoreme 3 de Triidinger [ 161. 
Soient a et 1 deux reels 21. F designe la fonction numerique C’ nulle sur 
]-oo,O] telle que F(t)=t” si O<t<Z et F(t)=[al”-‘t-(a--1)1”] si 
t > 1. Soit G = FF’/a. 
F(4) et G(Q) appartiennent a H, et les traces y(F($)), y(G(#)) de F(O) et 
G@) sur B sont, respectivement, egales a F(y(#)) et G(y(#)). Desormais, nous 
conserverons la notation u pour designer la trace y(u) de u E H, sur B. 
Considerons les ensembles 
E= (xEM;#(x)> 1) et E’= {YE&$(Y)> 11. 
Soit x,,, la fonction caracteristique d’une partie N de a. D’une part, sur M\E 
et B\E’, 0 < G(d) < 1 et 
D’autre part, compte tenu de l’hypothese (i) et des inclusions de H, dans 
L”(M) et L”(B), Adams [ 11, remarquons que 
appartiennent, respectivement, a L n’2 (M) et L ‘- l(B). 
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Soient P E a, U un voisinage de P et rl> 0 une fonction C”, de support 
R, &gale a 1 sur U. Prenons, dans (l), < = q*G(#). Notant A = 
A I mes(E) + A ; mes(E’), nous obtenons: 
En utilisant, pour p = l/2, l’inegahte 
et en tenant compte du fait que 
et 
d’apres Holder, nous deduisons de (4) que, si y = F(4), 
Par suite, si K est une constante determike par le thtoreme d’inclusion de 
Sobolev telle que, pour tout u E H,, 
lb&, + IMI:,~ &KW4l: + lbll:,,>, 
comme IV(tlly)l* < 2(1*(Vwl* + y* IV~I*), nous pouvons Ccrire: 
<K i [2(4a t l)JVql* t v*] w* dV M 
+ 4wIlm9 x)ll n/*,n lIwIlLf + II&wlln-1,nm IlWllf,B i-Al. 
Choisissons le support L? de rl assez petit pour que 
4aKmWllR09 411n,2,,; llG4~)II,-~,~~~l < l/2. 
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<2K 
lj 
[2(4a t 1) lVT$ t V’J y/w t 4cL4 
I 
. (5) 
M 
Soit 4’ = sup@, 0). Rappelons que I,U = F(4), qui depend de I, converge n 
croissant vers (#+)= quand I + 00. Prenons a = a/2. Puisque 4’ E L”(M), 
d’apres le theoreme de convergence monotone, par passage a la limite dans 
(5), nous voyons que 
Ainsi, tout point P E a admet un voisinage U tel que I]$ + l(02,2,U < CXI et 
lI~‘I/ UT,2rune < co. Comme un resultat analogue est vrai pour la fonction 
9- = W-9,% P ar compacite de la variete M, nous concluons que Q et sa 
trace sur B appartiennent, respectivement, i L”*“(M) et Lo”‘(B). 
2. Puisque a*/2 > CJ et at/2 > r, d’apres l’hypothese (i) et la 
definition (3), I?(@, x) E La’(M) et L(#,JJ) E L*‘(B) oli a’ > n/2 et 
b’ > n - 1. Done, a = 2a’/(a’ - 1) E ] 2, a[et b = 2b’/(b’ - 1) E ] 2, r[. 
Avec les notations du debut du paragraphe 1, faisons < = G(4) dans 
l’egalite (1). D’apres l’inegalite de Holder, en posant encore w = F(4), on 
peut ecrire 
c’est-a-dire 
ou la constante C, est independante de a. Or, comme nous le preciserons a 
l’alinea 4, pour tout 6 > 0, il existe un reel C,, dependant de 6, a, n, a et b, 
tel que, si < E H, et 0 < E < 6, on ait 
oti d = (n(b - 2) t 2)/2b appartient a l’intervalle 14, l[ car 2 < b < r. En 
utilisant la majoration (7) quand 6 = 1/2C,, E = 1/2C, fi et < = w, nous 
dtduisons de (6) que 
II Vvll, < 2c, 44 (1 t PC, dw(1-d) c,> II wlla,M +11 
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puis, comme a > 1 et d/(1 - d) > 0, 
llVwIl2 G C,aYll Vlla,M + 1) oil 
1 
m= 2(1 -d)’ 
Dow cowte tenu we 11 vc/llo,,,, < cte(llVvt12 + 11 v~I~,~~>, 
II WII0.M G C4aYll VIIIa,,vf + 112 (8) 
avec C, un scalaire independant de a. 
Faisons tendre, comme plus haut, I vers l’infini dans (8). Soit II = a/a > 1. 
Nous trouvons que 
Puisque 4’ E La(M), en prenant successivement a = A”, k = 0, 1, 2,..., on 
voit qu’en fait 4’ E Lp(M) pour tout p > 1. Ou bien lim supada 
ll4’lI an,M 6 1 et, dam ce cas, II@’ IL+,, < 1. Ou bien lim SUP,,~ 114’ llaa,M 
> 1. Alors, la fonction p-’ (mes(M)))“P /I#+ IIP,M itant croissante, il existe 
un reel a0 tel que, pour a > a,, I/#+ /laa,M > 1, et, par suite, si C = 2C,, 
II 4 + IIAao,M G (Ca”Ycr II 4’ Ilaa,M. 
Done, pour tout k > 1, 
II4’lI Ahoa,M G (WP l”ill i + Ilaoa,My 
avec Sk = (l/aO)(CT:d Lpi) et s; = (m/a,)(C~:djl-j). Par consequent, si 
s = lim kda, sk et s’ = lim,,, s;, nous obtenons: 
On montre, de la meme facon, que la fonction sup(-4, 0) est bornie sur M 
et, ainsi, 4 E Lm(M). 
3. Quand dim ii;i= 2, H, c Lp(M) pour p > 1 et on prouve que 
4 E Lm(M) dans le cas (ii) par le raisonnement du paragraphe 2. 11 convient 
de remplacer a’ et b’ par q, a et b par r = 2q/(q - l), de substituer a 
l’inegalitt (7) la majoration 
cd=+) (7’) 
et, enfin, de changer u en 2r dans (8), en utilisant l’inclusion continue de H, 
dans L 2’(M). 
4. Justitions, dans ce paragraphe, les inegalites (7) et (7’). 
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Comme a > 2, 2 < b < r et r > 2, il suflit, pour tout E > 0 et tout s > 2 
(2 < s < r en dimension IZ > 3), de mettre en evidence une constante 
K(fG, n, s) telle que, si 4 E H, et JM &fV = 0, on ait 
l/#lls,B<&~lv#llz+K f cl,il~d)ll)ll~,~ oil d=n(s-2;)+2. (9) 
c 1 
En effet, soient c E Hi, fi = mes(M) et f=,K’ 1, &V. Si on applique (9) a 
la fonction 4 = r - f, on voit que 
et, par suite, si E < 6 et s’ > 2, d’apres Hijlder, 
d/Cl-d) 
i141,,B < & IIVtlL + K’ t J J- & llrll S’.M 
oti K’ = Kp (l/Z)-Ws’)[2 + K-1 pCWW2) @/(l-d)]. 
Pour la preuve de (9), par densitt de C”(a) dans H,, on peut supposer 
que 4 E C”@). Si X est un champ de vecteurs unitaires sur M dont la 
restriction a B est dirigte dans la direction normale exterieure, la formule de 
Stokes et l’inegalite de HGlder permettent d’ecrire 
I” 
(10) 
Or, si u > 1, 0 < c < 1 (quand n = 2, il faut prendre c E [0, 1 [) et 
l/u = 4(V) - (l/n)> + (1 - >/ c u, il existe une constante 0(&T, Iz, u, u, c) 
telle que 
Il~ll,,,OllVll’2 ll4ll:rr,’ 
( voir [ 13, chap. II]). Utilisons cette inegalite quand u = 2, 
c = n(s - 2)/2(s - 1) = c,, u = 2(s - 1) et 24 = 2, c = c,((s - 1)/s) + l/s = d, 
u = ns/(n - 1) (c, et d sont strictement compris entre 0 et 1 car 0 < s < r). 
Alors, dune part, 
d’autre part, 
I1411s,M G @WW>““S I1411nsl~n-1~,M~ cte llV~+ll~ll~+ll~~~ 
D’oti on deduit de (10) l’existence d’un reel ,!?(a, n, s) tel que 
II~II,,,~~lI~9ll~ll~ll:T-,d~ 
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De cette majoration et du fait que, si E > 0, x > 0, y > 0, on a 
XdPd <+x+Ay 
oi A=max I>0 (td - (s/E) t) = (1 - d)(&/&f)d”d- l), il resulte l’inegalitl (9) 
avec K = E( 1 - d)(E d)d”‘-d’. 
5. Ainsi, sous les hypotheses du theoreme, 4 E L”(M). La trace 
~(4) de ( sur B est alors bornee elle aussi. 
En effet, soit (#j) une suite de F’(&?) tendant vers 4 fortement dans H, et 
presque partout sur M. Soient 6 un reel >O, A = Il#ljm,M et u(t): R -+ [0, 11 
une fonction C” &gale i 1 sur [-A - 6, A + 61, nulle si ] tJ > A + 26. Posons 
wj = 24 0 #j. La suite (vj) converge vers 4 presque partout sur M et, par 
convergence dominte, fortement dans L’(M) done dans g’(M). En outre, 
I]Vv/i]]2 < (SUP,,, ]u’(t)l) I]V4jI]z < cte, d’ou supj ]IWj(IH, < 00. Compte tenu de 
la reflexivite de H, et de la compacite de l’application trace y : H, + L*(B) 
(Adams [ 1 I), il existe une suite extraite (I//~!) qui converge faiblement dans 
H,, necessairement vers 4, et telle que lim,,, r(vj,> = ~(4) fortement dans 
L*(B) et presque partout sur B. Par consequent, I/Y(#)]],,~ <A car, pour tout 
j, r(wj) = Wjle est bornte par A + 26 et 6 est arbitraire. 
Nous allons maintenant voir que 
4 E H:(M) (p > 2) implique $ E H:(M). (11) 
Done, partant de p = 2, 4 E H:(M) et, compte tenu du theoreme d’inclusion 
de Sobolev, 4 E H~$M) oti p, est arbitraire si n = dim M= 2 et 
I/p, = f - l/n si n > 2. En it&ant k - 1 fois, k le plus grand entier tel que 
2k ( n, $ E HffQf) avec pk quelconque si n = 2k et l/p, = $ - k/n si n > 2k. 
D’ou, d’apres (1 1), 4 E H$+l4) et, puisque l/p, - l/n < 0, 0 E C’@?). Par 
suite, pour tout q > 2, 4 E H;(M) et, toujours d’aprls (1 l), $ E H@M). 
Nous acheverons la preuve du theoreme n montrant, par recurrence sur 
l’entier 1, que 4 E H:(M) quels que soient I > 2 et q > 1. 11 nous suffira de 
constater que 
si 4 E Hy(M) (12 2, p > n), alors 4 E Hy+ 1(M). 
Precisons d’abord le point important suivant: 
(12) 
PROPOSITION 1. Soient p un Gel > 1, 4_=p/@ - l), et S = {r E C”“(i@); 
(( dfjlHp < I}. I1 existe me constante K(n,p, M) telle que, pour tout u E Hf(M), 
(13) 
06 N,,~(u)=sup{lI,V’uV,rdV(;rE S}. 
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Preuve. Par compacite de M, ii suffit de voir que, pour tout point P E ii!?, 
il existe un voisinage LJ de P et une con&ante K(n,p, LI) tels que, si 
u (5 fqw, 
IIW,,, aw,,,(4 + Il~Il,,d (13’) 
Quand P E M, cette assertion resulte immediatement du Corollaire 5.1 
d’Agmon [ 2, p. 4281. 
Supposons done que P E B. Fixons d’abord les notations. Pour tout r > 0, 
soient 9Jr) = {x E R”; 1x1 < r) (1x1 1 a norme euclidienne), 9:(r) (resp. 
,-W;(r)) la demi-boule constituee des points x = (y, xn) E .5?,,(r) tels que 
x,>O (resp. x,<O), ~~~1(r)=9~(r)nR”-‘. 
Soit U un ouvert de M dont l’adhtrence 0 est contenue dans le domaine 
d’une carte (U,, w) de M telle que P E U, y(U) = -iis,‘(r) et 
w(Un B) = 3nE1,- r (r). Sur U, les composantes du tenseur metrique ainsi que 
chacune de leurs d&iv&es de tout ordre sont done bornees. Convenons, pour 
alleger, que 9 =9,,(r), L8+ =,9;(r), et .9- =29;(r). Nous identifions 
implicitement U, et I&U,) ainsi que la restriction a U, de toute fonction t’ et 
son expression locale v 0 w r dans le systeme de coordonnees 
(x 1 >***, xn> = (Y, X”). 
9’ est munie de la mttrique riemannienne g = (gij) qu’on &end a .9 
en posant gij(x) = g,(y, -x,J si x = (y, x,) E 9 ~. A et d dtsignent le 
laplacien associe a g, respectivement, sur 9 + et 9 -. On note L l’operateur 
elliptique sur 9 egal, en tout point (y, x,J, a A ou ii selon que x, est >O ou 
(0. d/dn (resp. d/dfi) est la derivation dans la direction normale a ,ii9,-, = 
,Bn- ,(r), g-unitaire et dirigee vers l’exterieur de 9” (resp. 9-). 
Soit u E H{(M); nous prolongeons la restriction de u a 3+ en un element 
de Hi en posant u(y, x,J = u(y, -x,) quand x, < 0. 
Si {E G(9), il est clair que 
Done, d’apres la formule de Stokes, 
I uLtdV= A? c uA<dV + 9+ I 0- uiitdV= [j3- + ,,1 V’uVJdV. 
Or, par definition de N,,p(u), d’une part, 
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d’autre part, compte term des proprittes de symetrie de u et de la metrique, 
De (14) et du Lemme 5.1 d’Agmon [2], on deduit l’existence d’un reel 
r’ < r et d’une constante K dependant ous deux de n, p, r et de la borne 
superieure sur 59 des fonction g, E Cm(9+) n Coo(S-) et de leurs derides 
premieres tels que, si 9’ = sn(r’), on ait 
1141 Hfw) G 2KW,,,W + II 41,,~1~ 
Comme ]( u ](HP(,S,j = 2 ]] u (IHP( o, +) , on obtient l’inegalite (13 ‘) avec 
a = l/+(9’). 
On applique en fait le resultat d’Agmon sur la boule (9, g,) munie de la 
metrique euclidienne g, i l’operateur A = ,/ja L, ( g] le determinant de la 
mltrique g, en remarquant que les normes ]( ]]Hfc-B,gj et ]] ](Hf(,8,goj sont 
Cquivalentes. Les coeffkients de A sont born& sur 9, ceux de plus haut 
degre &ant lipschitziens et non pas dans C’(9), compte tenu de leur 
comportement au voisinage de 9+ I . Or la preuve du Lemme 5.1 d’Agmon 
[2] est valide sous ces seules hypotheses. 
6. Dimonstrution des implications (11) et (12). La regularite a 
l’interieur Ctant acquise, il convient de ne se preoccuper que du compor- 
tement de 4 au voisinage de B. 
Soient P E B, (U, , w) la carte et U l’ouvert de M d&finis dans la preuve de 
la Proposition 1 dont nous conservons les notations, T = y-‘(9~(3r/4)), 
W= ty-‘(L59~(r/2)) et q E C”(ti) une fonction prenant valeurs entre 0 et 1, 
egale i 1 sur W, nulle hors de T. Soient 
dV=mdE et dS = m dE 
les expressions locales des elements de volume riemanniens de M et B, oti les 
densites m et m sont bornees, ainsi que toutes leurs d&i&es, respec- 
tivement, sur U et Un B. 
Dans la suite, h designera un quelconque vecteur de Rn parallele i R”- ’ et 
tel que 0 < lh] < r/4. Toutes les constantes qui interviendront seront indepen- 
dantes de h. 
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Soit u une fonction numerique sur li?. Posons Dhu(x) = 0 si x @ U et, en 
identifiant u et son expression locale sur U prolongee par zero en dehors de 
s,‘(r), 
oh(x) = u(x + h) - u(x) 
Ihl 
si xE Ii. 
Nous supposons que 4, qui satisfait a l’identite (l), appartient a H<(M) 
(p > 2) et est bornee par A, ainsi que sa trace sur B. Nous allons montrer 
que ai$ = +/ax,. E H{(W) pour tout i = l,..., n. 
Si <E C”O(M), comme Dh(q#) E H<(M), d’aprts un calcul classique 
(Agmon [2]) et la relation (I), on peut icrire 
oi IW~ 41 GA, IlAl?P(“~ [[ &,4, la constante A, dependant de n, p, r, q et 
de sup{\ gij(X)(, jakgjj(x)\; x E'U et i,j, k = l,..., n}. 
D’une part, par continuitb de H, 
j” 
M 
H(d,x)rlD-h5dV~sup(IH(t,x)/;III~A,xET}j ID-h4dV 
T 
(16) 
< cte /lW/l,u GA, /IWls,u~ 
D’autre part, la fonction L(t, y) est born&e, ainsi que ses derivkes partielles 
du premier ordre, sur l’ensemble ((t,y); ) t) <A, y E Ur7 B}. Notons, pour 
tout y E B, L,(y) = L@(y), y). Le theorime des accroissements finis montre 
alors que, si y E TfT B, 
lPkL,(~)l = 
-WY + h),y + h) - W(Y + h), Y> 
Ihl 
f JWY + h),Y) - W(Y)TY) 
Ihl 
< Wl + lDh$(~)l> 
c’est-a-dire, puisque 
IrD”dl= l@YW - (@r) . cb(v +h)l Q lD”W)l+ cte, 
I@“L,I < cte(l + lD’(rl#)l). 
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Par consequent, comme sup,, ] [II”(q m)] . L,(y + h)] < co, 
Les inclusions de H:(M) dans L’(B) et L4(B) &ant continues d’apres le 
theoreme de Sobolev, il existe une constante A, telle que, pour tout c E S 
(II tIIHp < 11, on ait 
l15111,B GA4 et 115ll,,B <Ad. (19) 
D’autre part, soit E > 0. Puisque l’inclusion de H:(M) dans Lp(B) est 
compacte (Adams [ 1 I), on peut determiner un reel C(E, p, G) tel que 
Il~hw)llp,B < E Ilw?e>ll, f c II~hw)llp,M’ (20) 
Comme 
lI~hw)ll,,M~4 Ilafgc”P (21) 
il resulte des majorations (18) i (21) que, pour tout r E S, on a: 
v’P”(r$>l V,W’ < &A,& Ilv~hW)ll, + C’@, 41, (22) 
ou C’(E, () = (A,A, C(E) + A,) A, ]]#]IHacu, t A,A, t A,. Remarquons que 
A, et A, dependent de 4 par l’intermediaire de A = 1) 4II m,M. 
Appliquons maintenant l’inegalite (13) a la fonction u = Dh(@). En tenant 
compte de (21) et de (22), dont le membre de droite est un majorant de 
N,,p(Dh(@)), il vient 
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Choisissons F = E,, = (2KA,A,))‘. Nous trouvons que 
Comme K, ne depend pas de h, il resulte du Lemme 3.3’ d’Agmon [ 2 ] que 
a,(@) E H{(U) et, par suite, rj &ant lgale a 1 sur W, ai# E H:(w) pour tout 
i= 1 ,..*, n - 1. Ainsi, pour tout couple (i,j) # (n, n) d’entiers compris entre 1 
et n, a;# E Lp(w). Puisque 
Aq4 t H($, x) = -gij(8;jq3 - ~~j~,~) t H(qi, x) = 0, 
a:,# ELP(W) car a,# ELP(W) et les fonctions (g”“)-‘, g”, rf,, H($,x) 
sont bornees sur W. D’ou le resultat vise : d E Hi(W). 
7. Venons-en a la preuve de (12). Nous supposons que 4 E H:(M) 
(I > 2, p > n), done $ E C’-‘(M), d’apres Sobolev. Conservant les notations 
precedentes, il s’agit de voir que $ E II?:+ r( I+‘). 
Soit a = (aI ,..., an-,, 0) e N” un multi-indice de longueur I - 1. 
Reprenons le raisonnement du paragraphe 6 en remplacant II’(@) par 
Dh]aa(r#)] qui appartient a H’#4). Rappelons que toutes les constantes que 
nous introduisons sont independantes de h. 
Compte tenu de (l), pour tout r E ?(a), on a: 
oil IJU, <)I< cte II ilb II tL~ comme le montre un calcul analogue a celui 
d’Agmon, “Lectures on Elliptic Boundary Value Problems,” Van Nostrand, 
pp. 109-l 10. 
D’une part, puisque 4 E C’-‘(M) et HE C”(R X G), n dgl H($, x) E 
C’-‘(M). Par suite, ]]a” [q JIgT H(#, x)] ]lo3 < co et 
D’autre part, comme 4 E C’-‘(a) et L E C”O(R X B), L, = L($, y) E 
C’-‘(B). Definissons vi (i= 1, 2, 3) et w par 
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Comme II, - v2 (qui est une combinaison a coefficients C” de dirivees 
d’ordre <I - 2 de L,) est une fonction C’ nulle hors de T f? B, 
(JDYv, - 4 lloo,um < cte IlV(v, - v~)II~J~ < de. (24) 
D’apres le theoreme de derivation des fonctions composees, vj est une 
somme de termes de la forme u = U, u, oti 
U, = tj m aDq . . . a4r$, u2 = (a:a::m4d 
avec O<lIp,I+... +IP,I<l-1, Ip,I<I--2 (i=l,...,y) et O<k+lyJ,< 
Z- 1. u, est C’, done IID% )I 1 m,UnB < cte. Puis, toute derivee partielle @L 
&ant bornee sur {(t, y); It) < Ildll, et y E UT-I B}, en developpant DhuZ, on 
constate que, sur Tr7 B, 
JD’k,J<cte(lDh$J+ l)<cte (car $ est C’). 
Ainsi, )I D’kIJ, = II D*u, . u2(y + h)+ u,Dhu2(lca < cte et 
IIDha3,“fw < cte* (25) 
Comme m L;(#, y) est C’ et w = &?-/ L&4 y) ayv#) + fonction C’, 
on voit de r&me que, sur U r? B, 
IDAwl G cte[lDh(am(r#>>l t 
Posons u,, = D”[P(t$)]. Les relations (23) a 
Uf-IB, 
11. (26) 
(26) montrent que, sur 
(D%,( <cte(lq,(t 1). 
Par suite, 
(17') 
I1 resulte de (15 ‘), (16’) et (17’) qu’une inlgalite de la forme suivante est 
satisfaite quel que soit h: 
(22’) 
Comme (1 u,,&,,,, < cte Il#&,p, on deduit de (13) et (22’) que 
I( uh (IHP < KE (1 u,, I(p,B + cte c&t-i-dire 1) uh IIHI < cte, en utilisant l’inclusion 
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compacte H:(M) c LP(B) pour majorer I( uJI~,~ par s I/ r+ llHP + C /I Uhllp,,+, 
avec E < (KE))’ Iluh(lHp < cte. D’ou nous concluons que a,~*~ E H:(W) 
pour tout i = l,..., n - lf 
Soit B = (/I, ,..., /I,) E N” un multi-indice de longueur I+ 1. Si B, < 1, on 
vient de demontrer que @$ E Lp( IV). En derivant l’expression de a:,# 
deduite de l’equation A4 + H(#, x) = 0, on prouve, par recurrence sur /3,, que 
8’4 E Lp( IV) quel que soit /3. Ainsi, $ E Hy+ ,( IV) et le Theoreme 1 est done 
completement demontre. 
Remarque. Dans certains cas, on peut se passer de la Proposition 1 ou, 
plus pricisement, ne l’utiliser que pour p = 2 et elle est alors immediate 
puisque H#f) est un Hilbert. Par exemple, si n = 2, en tenant compte de 
l’inclusion compacte de Hi(M) dans H:-,(M) et Hy- i(B) (1 < q < oo), on 
prouve, par recurrence sur Z, que 4 E Hi(M) quel que soit 1. 
Passons maintenant a l’ttude d’un probldme non lintaire. 
III. UN PROBL~ME DE NEUMANN AVEC CROISSANCE EXPONENTIELLE 
DES TERMES NON LINBAIRES 
Soit &? une variete riemannienne compacte, orientable, de dimension 
n > 2, d’indrieur M, dont le bord B est une sous-variete de dimension 
(n - 1). Soient u, h,f, (resp. U, Z, hi) trois fonctions definies sur M (resp. sur 
B). Toutes ces don&es sont supposees de classe C”. Notons 
a = 1, hdV/mes(M) et b = J,ldS/mes(B) les moyennes de h et 1 respec- 
tivement sur M et B. 
Remarquons que, pour determiner une fonction 4, E C”(&?) telle que 
A4, + u$, t h +f,e”’ = 0 a l’interieur M, 
44 ~t~filtltg,e"~=O sur la frontihe B, 
ou d#,/dn designe la derivee de $i dans la direction normale unitaire 
exterieure a B, on peut se ramener au cas oti h et 1 sont des fonctions 
constantes. En effet, si on definit Q par 4 = 4, - w, ou w E t?(M) est 
solution du probleme aux limites lineaire suivant (Lemme 1): 
Aytuylth-a=0 dans M, 
&Jwtl-b=O sur B, 
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la fonction 4 satisfait aux equations 
d#+u#ta+fem=O a l’interieur, 
4 dn+v#+b+gem=O au bord, 
a&c f=fr e* et g = g, e@ de meme signe, respectivement, que f et g. 
finoncons le theoreme objet de ce chapitre: 
THBOR~ME 2. Sous les hypotheses du debut de la partie III sur M et B, 
soient f E CY(i@ et g E C”O(B) deux fonctions non tomes deux identi- 
quement nulles, a et b deux reels, R = a mes(M) f b mes(B). Le probleme 
aux limites 
A# + a + fe” = 0 dans ki, $$+b+ge@=OsurB (*I 
admet une solution Q E C”(M) dans chacun des cas suivants. Aux alineas 
(i), (ii), et (iii), il convient de supposer ii? de dimension 2. 
(i) Si a = b = 0, il est necessaire et su@ant que f et g ne soient pas 
toutes deux partout 20 et que I,f dV t St, g dS > 0. 
(ii) Si a et b > 0, f et g non toutes deuxpartout 20 et 0 < R < 277 (si 
g z 0, on peut remplacer cette derniere condition par 0 < R < 4~). 
(iii) Si R > 0 (resp. R < 0) il est necessaire que f et g ne soient pas 
toutes deux partout 20 (resp. GO). On peut alors resoudre (*) sous les 
hypotheses suivantes: 
(a) a < 0, b > 0, f < 0, g < 0 et b mes(B) < 271 ou 4n selon que 
gfOoug=O; 
(8) a > 0, b < 0, f Q 0, g < 0, a mes(M) < 27r; (resp. (a’) u > 0, 
b<O, f>O, g>O et a mes(M)<2~ ou 4~ selon que g&O ou gr0; 
@‘)a<O, b>O,f>O,g>O, bmes(B)<2n). 
(iv) Si (a, b) E R 5, ensemble des couples de reels GO, non nuls tous 
les deux, il est necessaire que JMfdV + JB gdS > 0. I1 existe alors un sous- 
ensemble Sf,g de R? , d’interieur non vide, contenant avec (c, d) l’ensemble 
des points (c’, d’) E R? , c’ > c, d’ > d, tel qu’on peut resoudre (*) si et 
seulement si (a, b) E Sf9,. S,, = R? si f et g sont toutes deux $: 0 et 20. 
Pour tout (a, b) E R?, il existe des fonctions f et g verifiant 
s,fdV + i, gdS > 0 et (a, b) @ Sf,g. 
Voir Berger [8] et Kazdan-Warner [12] pour l’etude correspondante de 
l’equation A# + a +f em = 0 sur une variete compacte saris bord. 
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De’monstration. Soit $ E C”(M) une solution de (*). En integrant par 
parties, on remarque, d’une part, que 
c’est-i-dire 
K(4) = a mes(M) + b mes(B) + \ fe” dV + ( ge’dS = 0. 
" .M 'H (27) 
D’autre part, en multipliant (*) par e-* et en integrant, nous obtenons 
! (e-‘d# + aecm tf) dV ,~ 
=- e 
! H 
~‘~dS+~~,(ae~~-e~“,V4,‘ff)dV=O, 
c’est-a-dire 
a 
J .M 
e-@dV+b! e~~dS+!:~,fdVtjllgdS-j e-@/V#I’dl/=O. (28) 
R 2, 
Par ailleurs, si 4 E H:(M), d’apres Aubin [3], Triidinger ] 151 et Cherrier 
[ 111, pour tout reel q > 1, 4 est de puissance q-ieme integrable sur M et B et, 
meme, la fonction eb appartient a L4(M) et L’(B) (on note encore 4 la trace 
de 4 sur B). Quand n = 2, on peut done chercher i minimiser la fonctionnelle 
sur l’ensemble r constitue par les fonctions 4 E H, telles que K(4) = 0. 
(i) Cas a = b = 0, J,&dV t J,gdS > 0, f et g non toutes deux partout 
>O. Comme f et g ne sont pas toutes deux identiquement nulles, aucune 
fonction constante n’est solution de (*). D’ou, pour toute solution 4, 
et, d’apres (28), j,,,,fdV t j, gdS doit etre >O. 
Pour que r ne soit pas vide, c’est-a-dire pour qu’il existe au moins une 
fonction 4 E H, telle que ,fwfe*dV + lB gee dS = 0, il est clair qu’il est 
necessaire que f et g ne soient pas toutes deux partout >O. Reciproquement, 
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si cette condition est satisfaite, montrons que r n’est pas vide. Comme 
J&W + s, gdS > 0, les ensembles 
ww-w))n( lo34 > et tfw)ud~))n( I- 01) 
sont tous deux non vides. Soient d la distance giodtsique sur 12? et 
24: [O, co[ + [O, l] une fonction numirique C” egale a 1 sur [0, f 1, nulle sur 
[ 1, + co [. Examinons les deux cas suivants. 
-f change de signe sur M. Alors il existe deux boules riemanniennes 
S, , S, contenues dans M, centrees en x, et x2, de meme rayon r telles que f 
soit >0 (resp. CO) sur B, (resp. II,). Soit 
a= 
J I)1\(S,US2,f dV + s g dS* 8 
Supposons, par exemple, a > 0; a’ = a + I,,fdV est alors >O. Notons 
v(t) = ir*f(x) exp ]LU ( d(xr9 x, ) ] dV(x) pour tout t E R. 
Comme la fonction continue v tend vers ---co (resp. 0) quand t tend vers fco 
(resp. -co), il existe un reel t, tel que y(t) = -a’. La fonction d nulle hors de 
S,, &gale a t,u(d(x,, x)/r) si x E S,, appartient a ZY 
--f est de signe constant. Si f = 0, g change de signe sur B et, comme 
dans le cas precedent, on construit 4 E Coo(#) telle que I, ge”dS = 0: r 
n’est pas vide. Supposons maintenant f > 0 (par exemple), f f 0. D’oti il 
existe x1 E M et x2 E B tels que f (x1) > 0, g(x& < 0. Soient S, c M et S, 
deux bottles de M centrees, respectivement, en x1 et x2, dont le rayon 
commun r est choisi suffisamment petit pour que d soit de classe C” sur 
Si X Si (i = 1, 2), S, fT S, = 4 et que f (resp. g) soit partout >0 (resp. CO) 
sur S, (resp. S, fT B). On choisit t assez grand de facon que 
B = jM,, fdv + jBv, gds + iBns2 g(x) w [ tu ( 2d(:’ x’) ] dSG4 
I 
soit (0. Designons par a E P(#) une fonction egale a 1 sur un voisinage 
de B n S(x,, r/2), partout comprise entre 0 et 1, nulle hors de S,, dont le 
support K est de mesure sufftsamment petite pour que 
y= 
I K 
f(x)exp [ta(x)u [2d(x:‘x))] dV(x)-fKfdV 
soit < -fl. On determine alors un reel s tel que 
ir,f(x) exp [ su ( d(‘iY ‘) ) ] dV(x) = + + y) > O. 
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Darts ces conditions, la fonction 4 E C”(M) egale a 
SU jd(x:,x)jsixES,, ta(x)u [2d(T’x)) sixes,, 
nulle hors de S, U S,, appartient a r puisque jMfem dV + s, gem dS = 0. 
r &ant stable par l’addition de fonctions constantes, considbons 
p = inf (jMIVm(‘dv;mEr,jMmdv=O) 20. 
Soit (4,) une suite minimisante. Elle est bornee dans H, puisque 
supi(]]VdJ2) < co, la topologie du sous-espace de H, constitue des fonctions 
de moyenne nulle sur M pouvant 2tre definie par la norme L’(M) du 
gradient. D’oti il existe une sous-suite (notee encore 4,) et une fonction 
4 E H, telles que, pour i + co, 
- oi + 4 faiblement dans H, (reflexivite de H,); 
- gi+ $ presque partout dans M et, pour tout reel q > 1, #i + d 
fortement dans L4(M), l’injection de H, dans L4(M) &ant compacte d’apres 
Kondrakov; 
- e”’ + em fortement dans L4(M), pour tout q > 1, d’apres Aubin [ 31; 
- la suite des traces des #i sur B converge simplement presque partout 
dans B vers la trace de 4 et e @i-+ em fortement dans L4(B), pour tout q 3 1, 
d’apres le Thtoreme 4 de Cherrier [ 111. Par suite, 
et 
j 
M 
fe” dV + f 
B 
gem dS = !\; [jMfe’idV + i, gemi dS) = 0: 
4 est un element de r dont l’integrale sur M est nulle. La norme sur tout 
espace de Hilbert &ant semi-continue inferieurement pour la topologie faible, 
Par definition de p, ]] V#]]: > p done ]] V#]]i = ,u: la borne inferieure /f est 
atteinte. ficrivons l’equation d’Euler; nous obtenons deux multiplicateurs de 
Lagrange a et p tels que, pour tout <G H,, 
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Comme K(#) = 0, on voit que /3 = 0 en prenant r z 1. On choisit ensuite 
{ = 4. Ce qui montre que a # 0, sinon on aurait IIV#(lz = 0, c’est-i-dire 
f$ ~~.,cte et #E~.,O puisque jM/ dV = 0. On trouverait une contradiction 
car K(4), qui est nul, serait Cgal a ~,,,fdV + JB g dS qui est >0 par hypothbse. 
D’apres le Theorime 1, puisque em est, pour tout q > 1, de puissance q- 
ieme integrable sur M et B, la fonction d E H,, qui est telle que, pour tout 
(EH,> 
i 
V’#VJdV t a 
ii 
J-e’TdV + i gem tdds) = 0, (29) 
M B 
appartient en fait a Cm@?) et veritie 
A# t afee” = 0 dans M, 4 --$age@=OsurB. 
Faisant < = e-* dans (29), on trouve alors que 
a= j~MfdV+~~gdSj-‘~~e-‘JV(/idY>O. 
Ainsi, la fonction 4 + log a est solution du probleme (*). 
(ii) Cus aa0 et b>O non nuls tous Zes deux, f-‘(I-cn,O[) ou 
g-‘(1 - co, O[) non uide. Compte term des hypotheses sur a et b, 
R = a mes(M) t b mes(B) est >0 et, d’apres (27), on voit en raisonnant 
comme plus haut que r est non vide si et seulement si f et g ne sont pas 
toutes deux partout >O. D’autre part, le Theoreme 3 de Cherrier [ 111 montre 
que, pour tout E > 0, il existe une constante C(E) telle que, si $ E H,, on ait 
i 
e”dV < C(E) exp 
M 
et 
1 e*dS < C(E) exp B 
A(#) designant indifferemment la moyenne de Q sur M ou B. Par conse- 
quent, si 4 E r, puisque 
on peut Ccrire 
m;xlSl+m,axIgI 
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Ainsi, 
inf 4mt (1 -tE) 
et 
inf 
li 
” ~dS+(l+o)~l~V~l~i;~Erl=~(&)>-m. 
B 
Les reels a et b &ant >O on obtient, pour tout 4 E Z, la minoration suivante: 
w> 2 I + - (1 f E) 
a mes(A4) + b mes(B) 
477 I 
IIWIS + N&I + W@). 
Si nous supposons R < 2n et si nous choisissons E > 0 de facon que 
Y =i ’ - (1 + E) (R/4n) > 0, ceci montre que ZI = Inf(Z(#); 4 E Z) > -co. Soit 
alors (ii) une suite d’tlements de Z telle que Z(ii) +,D quand i+ 03 et 
,U < Z(dj) < y + 1 pour tout i. Cette suite minimisante st born&e dans N, . En 
effet, 
o < I, v4ill; < W - 4~) - WE) < 6 = P + 1 - m - W 
\ 
Y Y 
et il s’en Suit que J, Qi dV> a’ = a - (1 + E) (mes(M)/4n)6 et J^, #i dS > 
P’ = P - (1 t E) (mes(Z3)/4n)G. Comme 
on voit que, pour tout i, 
J 
QdV<W-bp’ 
i 1 M U 
(sia #0) ou .r #ids< R 
’ ’ lb- ax (si b f 0). 
Compte tenu que, pour tout y E H,, 
i 
y* dV < cte 
M 
({/‘vl* dV+ I4w)l’) > 
la suite (Qi) est, dans tous les cas, bornee dans L*(M) et on con&t que 
s~p,(//#~((,,) < co. Comme plus haut, on en deduit l’existence dun element 4 
de Z tel que I(@) =,u. ficrivant la proportionnalitl? au minimum 4 des 
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differentielles des fonctionnelles I et K qui sont de classe C’ sur H, avec dK 
partout #O, on obtient un scalaire 1 tel que, pour tout <E H,, 
I V’#VJdV + a M j M <dV+bj <dS+A =O. B j fe’<dV+j gemtdS M B 1 
Prenant < = 1, on trouve que 
A = - (a mes(M) + b mes(B)) (i,fi@ dV + jB gem dS] -I = 1, 
puisque K(4) = 0. Enfin, par regularite Clliptique, voir le Theoreme 1, 
4 E C”(li?) et est solution de (*). 
Remarque. Si g = 0, on peut resoudre (*) si R < 47~ Pour prouver que I 
est minor&e sur r, il suflit en effet dans ce cas d’utiliser la premiere inigalite 
(30). 
(iii) Donnons maintenant des conditions suffkantes sous lesquelles on 
peut resoudre (*) quand R est >0 mais a et b non tous deux 20 (le cas 
R < 0, a et b non tous deux <O se traite de la mCme facon). 11 est clair, 
d’apres (27), que f et g ne doivent pas etre toutes deux partout >O. r est 
alors non vide. 
(CX) Si a < 0,-b > 0, nous prendrons g < 0 et la fonction f~ C?(M) 
partout <O, done, M etant compacte, IfI > 6 > 0. Si 4 E r, 
/RI = j IfI em dV+jB 1 gie*dS 
M 
et, par suite, puisque 1 + $ < em, 
IRl>,f 
M 
IS/e’dV>J,f 
M 
(1 +4)dV>6mes(M)+S[ $dV, 
‘M 
d’ou 
a 
I M 
A I’aide des inegalites (30), on montre ensuite qu’on peut associer a tout 
F > 0 une constante D(E) telle que 
5X0157/2 6 
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ainsi: 
b 1’ qdS>bmes(B)log-- lR’ (1 j-E) 
“R D(E) 
b me?) Ilv$ll;. 
Par consequent, pour tout $ E Z, 
Z(4)> I +-cl t&l b mIsI(B) ] IlV#llz + b mes(B) log & 
t a IRI - mes(M) 
t 6 1, 
Si b mes(B) < 271, en choisissant E assez petit, on voit que la fonctionnelle Z 
est minor&e sur Z et on peut alors resoudre (*) comme precklemment. 
Remarquons que si g E 0, il suffit de supposer b mes(B) < 4n car (3 1) prend 
la forme 
IRl=J’ IfIe@dV<D(s)exp 
M I 
@) Si a > 0, b < 0, il sufft de supposerf< 0, g < 0 et a mes(M) < 271 
pour que (*) ait une solution. 
(iv) Cas a < 0, b < 0, a et b non nuls tous les deux. D’apres (28), il est 
necessaire de supposer que j,fdV + lB gdS > 0; f et g ne sont alors pas 
toutes deux partout GO, ce qui assure que la condition (27) est rialisable. 
Adoptant la technique des sur-solutions et des sous-solutions, il sufftt de 
trouver des fonctions d+ et d- E C”(M) telles que #+ > $-, 
A$+ t a tfe"+ > 0 (resp. d& t a +fe”m < 0) dans M, 
4, dntb+ge’i>O 4- (resp. - dn tb+ge@m<O) surB. 
Plus precisement, on a, en effet, le 
LEMME 2. Soient FE Cm@ x R) (resp. GE Cm@ X R)), #+ et !I- 
deux fonctions EP(E) telles que 4, > &, 4, t F(x, 4+) > 0 (rev. 
A#_ + F(x, $-) < 0) duns M, d$+/dn t G(x, 4,) > 0 (resp. dh/dn + 
G(x, #-) < 0) SW B. Zl existe alors un t%hent de $ de C”(M) tel que 
#+ > 4 > &, AQ + F(x, 4) = 0 ci Pinttkieur, d#/dn t G(x, 4) = 0 au bard. 
De’monstration. Soient a et j? deux reels >0 tels que 
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et 
Posons $,, = #+ et detinissons par recurrence une suite (tii) d’tlements de 
c”Cli;i>: #j+ 1 est la solution du probleme aux limites lineaire 
d4j+l+a4j+l =a#j-F(x,4j) dans M, 
% + P#j+ 1 =P#j - G(x, #j) 
(32) 
sur B (cf. le Lemme I). 
On voit par recurrence que, pour tout entier j, 4, > ~j > dj+, > $-. Par 
exemple, posant Uj = ~j+, - $j, on peut ecrire 
AUj + CtUj=ClUj-1 +F(X, #j-I) -F(X, Qj) = (a -$(X3 0)) Uj-] 40, 
oti, d’apres le theoreme des accroissements finis, c9 est compris entre ~j(X) et 
#jj- i(x), done entre u-(x) et u+(x), et ainsi a - (dF/at)(x, 0) > 0. De la 
mtme facon, on constate que, sur B, duj/dn + Buj < 0. Par suite, ou bien uj 
est constante <O ou bien uj < 0. En effet, comme a > 0, si Uj est non 
constante, le maximum de Uj, s’il est >O, est atteint en P E B. Done 
(duj/dn)(P) < - puj(P) < 0 d’ou une contradiction car, d’apres le principe de 
Hopf, duj/dn(P) > 0. L’inegalid #- < ~j+, se montre de manike analogue. 
Les fonctions #j sont done uniformlment born&es ur li?. F &ant continue 
sur M x R, il existe une constante C telle que, pour tout x E fi et tout entier 
j, on ait ]#j(x)] < C et ]F(x, #j(X))] < C. Par suite, (d~j+ I ] = ) F(x, $j) + 
a#j+,-a#jj(,<&t 1)C et done, pour_tout 1E]O, I[, lI#j(lcl,qn,<<cte. 
Ensuite, comme ] V~jI < cte et FE C’(M X R), en derivant la premiere 
equation (32), on montre que ( VA#j+ I ] < cte; d’ou la suite (dj) est bornee 
dans H<(M) done dans C’*“@?)), quels que soient p > 1 et 0 < J. < 1. L’in- 
elusion H$(M) c C2,‘(G) &ant compacte (Adams [I]), on peut extraire de 
la suite (~j) une sous-suite convergente dans C’**(Q), de limite 4; la suite 
(dj), qui est decroissante, converge en fait tout entiere vers 4, uniformement 
sur M. 11 est clair que d+ > 4 > &. On peut alors passer a la limite dans 
(32) et on trouve que 
A# + F(x, 4) = 0 dans M, 4 dn+G(x,()=OsurB. 
Enfin, de proche en proche, on voit que 0 E C”(a). 
Fin de la preuve de (iv). 
- Noto_ns Pca,bj le probleme non lineaire (*) et montrons que, pour 
tout u E CO(M), P@$) admet une sous-solution d- telle que #- < U. Comme 
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tome sous-solution de Pca,b) est aussi sous-solution de P,,, *,) des que a’ < a, 
6’ < 6, nous pouvons supposer, pour la demonstration, que a ou b est nul, 
par exemple a < 0, b = 0 (le raisonnement est le meme si a = 0, b < 0). 
Soit /3 un reel <O assez voisin de 0 pour que a = -p mes(B)/mes(M) < --a 
et soit v E Cm(a) une solution de 
Au = a dans M, $=Psur B: 
comme s, adV + I, /3dS = 0, d’apres le Lemme 1, v existe et, aux fonctions 
constantes prbs, est unique. Soit #- = v $ c, oti c est un reel. Comme 
A$- +a+fe”-=a+u+fe”e’ et 4- x + gem- =/I + ge’e’, 
il est clair que si on choisit c de facon que 
a+u+s;p(If~)exp(SltPvj e’<O, 
P+s;p(Igl)exp (S;pz~je~<O et c<i;fu-syc, 
c’est-i-dire 
c < min I log 
la+ul IPI 
sup, IfI- stfpva,log sup,1 g/ - R 
supv,infu-supv , .M .M 
#- est une sous-solution de P(a, 0) telle que $- < U. 
- Nous allons maintenant mettre en evidence une sur-solution de 
P(u,b) pourvu que a et b, reels (0, soient suffkamment voisins de 0, si la 
condition necessaire J,wfdV + jB gdS > 0 est satisfaite. Soient a et /3 deux 
reels tels que 
- 1 gdS < /I mes(B) < / fdV et a = _ P mew 
R M mes(M) ’ 
ainsi, 
p+ L&S et hfdr/’ -P mes(B) + J‘,f dV 
mes(B) a + mes(M) = mes(M) 
sont tous deux >O. Considtrons alors, Lemme 1, une fonction y E Cm(#) 
telle que 
Ay=a+ iwf dV -f dans it4 et dv hds 
mes(M) x=P+mes(B)-g SurB. 
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Posons #+ = Iv + log A, oti 1 est un reel >O. On a 
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A#+ a tji?+=l 
I 
at SMfdV 
mes(M) J 
+a+Af(eA”- 1) 
Choisissons A < 1 de facon que 
Si 
/I 
a=-- a+ 
2 I Iddv <O et mes(M) I b=-+&-gJ (0, 
a I’aide de l’inegalite ) ef - 1 1 < ( t 1 exp ) t 1, on voit alors que, sur M, 
d#+ + a tfe”+ est au moins egai i 
De la meme facon, sur B, (d#+/dn) t b t ge”+ > 0. Ainsi, Q+ est une sur- 
solution de Pca,bt. Comme toute sur-solution de Pca,bj est aussi sur-solution 
de PW,b’, si a’ > a, b’ > b, nous dtduisons de cette etude que, si 
IMfdV t h, gds > 0, 
Sf,, = {(a, 6) E R ‘; a < 0, b < 0, a + b # 0, Pca,bJ admet une solution} 
est non vide, coupe I’ensemble des couples (a, b) tels que a < 0 et b < 0 et 
contient avec (a, b) tous les points (a’, b’) oti u’ et b’ sont des reels ,<O, non 
nuls tous les deux, tels que u’ > u, b’ > b. 
-En choisissant convenablement f et g, nous allons maintenant voir 
que Sf,, peut 2tre strictement contenu dans R? = {(a, b) # (0,O); a < 0, 
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b < 0). Remarquons d’abord que, si (a, 6) E R? , il est necessaire, pour 
pouvoir resoudre P (a,6J, que l’unique solution u E Ccr’(T?) de 
du 
Au=au+fdansM et dn=bu+gsurB (33) 
soit partout >O. En effet, si 4 est une solution de Pca,bJ, posons I+Y = e-@ et 
v = u - ty. ty est une solution >0 de 
IW2 -Av + ay/ +f- - = 0 dans M, 
v/ 
-$+by+g=OsurB. 
Comme -Au t av = - (VW (*/y < 0 dans M, - (dv/dn) t bv = 0 sur B et 
(a, b) E R? , d’apres le principe du minimum, u ne peut atteindre un 
minimum <O ni a I’interieur, ni a la front&e. Ainsi u > 0 et u > 0. 
Soient (a, b) E R 5 et w E F’(@) telle que wJ8 f 0 et j, wdV = 
sB wdS = 0. Si 0 < a < 1 inf, WI, la fonction u = w t a E C?‘(M) change de 
signe sur B (et sur M). Soient f= Au - au et g = (du/dn) - bu: 
I 
M 
fdV + I, gdS = -a jM udV- b i, udS = --a[~ mes(M) t b mes(B)] > 0. 
11 est clair que pour le probleme Pcn,bl correspondant a ces donnees f et g, la 
solution de (33) n’est pas partout >0 et ainsi (a, b) @ Sf,g. 
- Demontrons enfin que si f et g sont toutes deux & 0 et partout 20, 
S,,, = RT . Pour tout (a, b) E R? , il sufftt de construire une sur-solution de 
Pca,b) puisque une sous-solution plus petite existe toujours. 
Soit u E C”(li;i) solution de 
dc = hfdv -f dans M, dv Se gdS -= 
mes(M) dn 
___ -g sur B 
mes(B) 
(Lemme 1); 
l,fdV et legdS itant >O, on choisit d’abord a > 0 assez grand pour que 
k, W’ a--+a20 et L gdS 
mes(M) 
a-+b>,O. 
mes(B) 
Si p > log a - a mina u, la fonction ea”+4 - a est >O sur 2. Posant 
0, =av+& on a 
A#+ t a tfe*+ = a hfdv mes(M) t a tf(e”“‘D - a) > 0 sur M 
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4, JB gdS -+b+ge”+=a- 
dn mes(B) 
t b t g(eav’s - a) > 0 SW B: 
# + est une sur-solution de Pfa,b,. 
IV. APPLICATION GBOMI~TRIQUE 
Passons maintenant a I’ttude du premier probleme geometrique propose au 
Chapitre I. Soient (a, g) une variete riemannienne C” i bord, compacte, 
connexe, orientable, de dimension 2, d’interieur M, dont le bord B est une 
sous-variete de dimension 1, R la courbure scalaire de a, h la courbure 
geodesique de B, a = I,+, RdV/mes(M), b = 2 I, hdS/mes(B), R ’ E Cm(a) et 
h’ E C”(B) des fonctions non toutes deux ~0. D’apres le theoreme de 
Gauss-Bonnet, la courbure scalaire &ant &gale au double de la courbure 
gaussienne, a mes(M)+ b mes(B) = 47r#), ou x(g), la caracteristique 
d’Euler-Poincarl de M, est un entier relatif. Soit I,Y E C”(ii;i> une fonction 
telle que 
Av+R-a=OdansM, %+2h-b=OsurB (Lemme 1). 
Pour trouver une metrique conforme i g pour laquelle la courbure scalaire 
de a et la courbure glodesique de B sont, respectivement, egales i R’ et h’, 
il convient de determiner une fonction 4 E C”(i@ telle que 
A#+a=l?‘e*danslM, 4 ;i;;+b=&e*‘2surB 9 (34) 
oii R’ = R’e* et h; = 2h’e*‘*. La mttrique cherchee st alors g’ = e@+*g. 
TH~OR~ME 3. (i) Gas a=b=O. Quand R ’ 5 0 (resp. h’ 3 0), 
Pequation (34) a une solution si et seulement si h’ (resp. R’) change de signe 
et JB PdS < 0 (resp. JMI?‘dV < 0). 
Si l’une des fonctions R’, h’ est (0 et si Pautre n’est pas partout GO, il 
existe un reel L > 0 et une metrique conforme ci g pour laquelle la courbure 
scalaire de I$? (resp. la courbure geodesique de B) est egale ci AR’ (resp. Ah’). 
(ii) Cas a et b Q 0, non nuls tous les deux. 
On peut resoudre (34) si R’ et h’ sont toutes deux &O et ,<O. 
EXEMPLES. Dans le cas (i), fi c R3 est une moitie d’un tore de 
dimension 2 coupe suivant un plan de symltrie ou n? = D,\D,, avec D, et 
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D, deux disques euclidiens tels que I?* c D, . Pour le cas (ii), 
~4 = fil\(U: Di) ou les D, sont des disques euclidiens tels que, pour i et 
j>2, i#j, on ait DicD, et fiinoj=O. 
DPmonstration. Elle est analogue a celle des points (i) et (iv) du 
Theoreme 2 mais les termes non-lineaires ont maintenant en e@’ et em”. 
Precisons la seconde partie de (i). Supposons R’ < 0 et h’ ~’ 
(IO, co [) # 0. l?’ et h; itant de meme signe, respectivement, que R’ et h’ soit 
,u la borne inferieure de la fonctionnelle >0 
J(#)=j (\V#\‘-X’e@)dV 
M 
sur l’ensemble non vide r des fonctions 4 E H, telles que l, h”’ e@“* dS = 1. 
Toute suite ($i) de r telle que J(di) + ~1 et lu < J(#,) <p + 1 est bornee dans 
HI. Comme SUpi Jj v#i)), < co, il sufftt de voir que la suite (s,w #idv) est 
bornee. D’une part, 
c’est-a-dire supi(JM $i dV)< [(,u t 1)/S] - mes(M); d’autre part, de l’inegalite 
il risulte que infi(lM #i dV) > -co. On en deduit I’existence d’un reel a et 
d’une fonction $ E r tels que, pour tout c E H,, 
Prenant < z 1, on voit que a = -jM R”’ emdV > 0. Soient 4, = 4 - 2 log a et 
J. = a’. On obtient le resultat vise car, d’apres le Theoreme 1, $r E Cm(#), 
A#, = Al?’ em1 dans A4 et 
Remarquons que le cas a et b 20, a + b f 0 est en suspens. Supposant R’ 
et h’ non toutes deux partout GO, il s’agit de prouver que la fonctionnelle 
I(#) = i I( V@lli + a J”,,, (bdV f b sB #dS atteint son minimum sur l’ensemble @ 
des fonctions 4 E H, telles que 
47y(Z@ = a mes(M) t b mes(B) = jM k’e@dV t 2 
I Fe*‘* dS. B 
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Puisque, pour tout E > 0, I, e” dV t I‘, e*‘* dS est au plus egal a 
(35) 
on voit que, sur @‘, I(#) > i(l - (1 t E) x(a)) ]) V4ll: t C'(E). Mime quand 
fi est un hemisphere de S, ou un disque euclidien k(fi) = l), on ne peut en 
deduire que Inf(l(#); 4 E g) > -co, a moins de prouver que (35) est encore 
valable si E = 0. Mais alors, la question de savoir si le minimum est atteint 
resterait ouverte. Dans le cas des deux exemples precedents, on peut esperer 
un theoreme de Fredholm non lineaire du type Aubin 171, si on parvient i 
trouver, comme Kazdan-Warner [ 12, p. 331, des conditions integrales 
satisfaites par les solutions de (34) et a diminuer dans (35) les constantes 
1/87c et 1/16x quand 4 verifie ces conditions. 
V. UN CAS LIMITE DE PROBL~ME DE NEUMANN NON LINBAIRE 
EN DIMENSION 2 
Considerons maintenant un probleme ou nous utiliserons des inegalites 
concernant les integrales sur M, et B, de exp($‘) quand d appartient a 
H:(M,) (voir Cherrier [ 111 et Moser [ 141). 
TH~OR~ME 4. Soient # une vari& riemannienne compacte orientable 
de dimension 2 dont le bord B est une sowvarikte’ de dimension 1, d/dn la 
dkrivation normale unitaire extkrieure ci B, a E P(A?), b E P(B), 
f E C”(R x M), g et hf P(R X B). Supposons qu’il existe un Gel 
aE[1,2] teZque,pourtout(t,x,y)ERXfiXB,onait 
If(t,x)/ + I gky)I + IW,y)l <A exp(CItl”), (36) 
A et C dksignant deux constantes >O. 
On d&ire mettre en tkidence une fonction 4 E Coo@?) et un rkel1 tels que 
4IB~O0, 
A# + a# tf($, x) = 0 ti I’intkrieur M de li;i, 
~+b(+g((,y)+Lh(m,y)=O sur la frontit?e B. 
(37) 
Faisons les hypothbes suivantes: 
(i) tf(t, x) > 0, tg(t, y) > 0 pour x E n?, y E B et (tl assez grand. 
(ii) th(t, y) > Opour t # 0, y E B et lim,,, -oo (inf,,., (h(t, y)J) > 0. 
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(iii) a < l/p avec a= sup[O, -inf(a(x); x E M}] et p > 0 est la 
meilleure constante pour l’imfgalite’ de Sobolev (38). 
(iv) II existe un Gel p > 0 tel que 
On peut alors Gsoudre le probldme (37) 
- si a < 2 (et la condition (iv) n’est pas ne’cessaire pour assurer 
l’existence d’une solution); 
- si a = 2 pour C assez petit, C < C, oti C, > 0 est introduit au 
paragraphe 5. 
Ddmonstration. Nous prendrons a = 2; les paragraphes 1, 2, 3 de la 
preuve qui suit donnent le resultat d&sire quand a < 2. 
1. Pour tout (k, t,x,y) E [ 1, 2(xR x ti x B, notons t, = (sign 
t)ltlk’2 et fk(ty x) =f(fk, x), gk(& y> = &k) Y>? hk(tr Y> = h(tk3 Y). si 4 E 
H:(M) = H,, on peut alors poser 
et 
c,(4) = !’ 1”” hk(t, Y) dt dS(y), 
B 0 
oti l’on designe encore par 4 la trace y(Q) de $ sur B. En effet, d’apres 
Cherrier [ 111, les fonctionnelles I, et C, sont bien definies sur H, . Montrons 
le pour C,: 
cky) = i,,,,,,, hk(@(Y),Y) 4(V) dtdS(y) 
et la fonction mesurable (t, y) + h,(t#(y), y) Q(y) est integrable sur [O, 1 ] X B 
puisqu’elle est dominee par A 14 ]exp(C (4 1”) < cte exp(2C (4 Ik) et on sait que 
exp(] tylk) E Lq(B) pour tout q > 1, si v/E H, et k E [ 1,2[. 
2. Compteotenu de (ii), C,(o) est >O, ne s’annule que si y(g) = 0, 
c’est-a-dire si 4 E H,(M), et peut prendre des valeurs 20 arbitraires car la 
fonction 
(k 4 + C,(s) = jIo ,, xB W(st)““, y> dt dW) 
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est dtfinie, continue sur [ 1, 2] X R, nulle quand s = 0 et lim,,,, C,(s) = 
too. En effet, d’aprbs l’hypothbe (ii) et la compacite de B, pour tout reel 
24, > 0, il existe une constante D(u,) telle que ( h(u, y) I> D(u,) > 0 si 124 ( > u0 
et y E B. Ainsi, pour s > 2 et t E [i, 11, (st)k’2 > 1 d’ou I(@)““, y) > D(1) 
et, comme h,(su, r) > 0 si (u, v) E [0, f ] x B, on peut ecrire 
C,(s) 2 j 
I:,llXB 
SD(~) dt dS(y) =$D(l) mes(B). 
Pour tout reel R > 0, designons par r,,, l’ensemble, qui est non vide, 
constitul des fonctions Q E H, pour lesquelles C,(4) = R. 
Soit @k)lGk<2 un ensemble borne de nombres >O. 11 existe une constante 
K telle que tout Q E U, rk,Rk verilie I/ 4 (j,,B ,< K. En effet, pour une telle 
fonction 4, 
-4 [i 
-1 
-Mt, y) dt 
I 
WY) 
6(Y)<--l m(Y) 
> 
i 
[$(Y> - 11 D(l) WY) m(y)>l 
+j -[I+ 4011 WI dW) k+(Y) < -1 
c’est-i-dire 
la constante K cherchee peut 2tre prise dgale i 2 mes(B) + (sup RJD(1)). 
- 3. La fonctionnelle Ik, + mmoree sur rk,Rk, y atteint sa borne 
inferieure. 
Soient t, = inf{t > 0; uf(u, x) > 0 pour jr41 > t et x e li;i} et t, > 1 un reel 
tel que, pour ( tl > t, , y E B, on ait tg(t, y) > 0: I’existence de t, et t, est 
assuree par I’hypothese (i). Posons 
Cl = v{lf@, XII; I4 < m=(t,, A), x E 21, 
C’ = t, mes(M) C, et C”= sup{lg(t,.v)l; (4 <~,,YEBI. 
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a’ J f&#(x), > 4(x) ds Wx) I~s,x~:o<s~l,ls~~x~l41e) 
~-tomes(M)sup{jf((signt)/tlk’2,X)/; l,<k<2, ltl<t,,xE@) 
- lj~o,,,,<, Imi~)ldS(y)+t,mes(lyEB:l~(y)l~t,))I 
Xsu~llg((sign~)I~l~‘*,y)l; l<k<2, I~(G~,YE:B} 
> -C’ - C” Il~lll,B 
(a la derniere ligne, nous minorons par -C’ - C” II$l], ,B plutot que par 
-C’ - C”tr mes(B) compte tenu des paragraphes ultirieurs 4 et 5), nous 
obtenons I’inegalite suivante: 
Or, puisque H, c L*(B) c L ‘(B) et H, c L’(M), les injections de H, dans 
L4(M) et L4(B) etant compactes quel que soit q > 1, il existe un reel A et, 
pour tout E, > 0, une constante B(E*) tels que, si ry E H, , on ait 
II WIILM Gww: + IlwllLd 
et 
II wll:,B G E, II wlli, + 4~) II wlh ; 
comme /I wlli, = II Vwlli t II wII~,,~, ontrouve we 
llvll;,B< CA + 1161 IIVWII: + V&I +B(E,)) IlwlIL; 
(A f 1) E, ltant arbitrairement petit, on en d&kit, pour tout E > 0, I’existence 
d’un scalaire Cl(s) tel que 
IIvll:,B ,< E Ilw: + C,(E) II WIL 
Notons alors p la borne inferieure des reels D > 0 pour lesquels il existe 
K(D) tel que 
II VII:,, <D IlVwll: + WI II VII:,, si ryE H,, (38) 
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en particulier, 
p est >0 car, en prenant w E Z?, , done /] l/l(],,B = 0. on voit que l’hypothese 
p = 0 conduit a une contradiction. 
Pour 4 E H, , en posant 5 = sup(0, -inf,(a)}, nous obtenons 
I,~~~~~~~-@t~~~--Ell~ll,lll~Oll: 
- + [W)ti+ C,(E) ll~ll,l Mll:,B -C” IIT4IM - C’s 
Si 1 + p(inf a) > 0 (hypothese (iii)), choisissons e assez petit pour que 
soit aussi voisin qu’on desire de +(l - pa) et, en particulier, >O; ainsi, 
ou les constantes 20 (x et ,f? dependent de E mais pas de k. Par suite, en 
designant par K le reel, indlpendant de k lui aussi, determine a la fin du 
paragraphe 2, 
z,(~)~6/1V~((:-crK2-pK-C’ pour tout # E Zk,,k 
avec 1 < k < 2. 
11 est alors facile de voir que la borne inferieure ,LQ de I, sur ZkSRk, qui est 
linie, est atteinte. En effet, si ($i) est une suite minimisante de Z’k,Rk telle que 
Zk(#i) --+ pk quand i -+ t co et ,uk ,< Zk(Qi) < ,uk t I pour tout i, on a 
II4iIIl.B GK et Ilv~,l12 < Oh + 1) + aK2 +PK -t C’ : ,2’- 6 
la suite (tii) est bornee dans le Hilbert H, , dont la topologie peut etre defmie, 
comme on I’a vu plus haut, par la norme w-+ (]Vy/]], + (]~](i,~. 11 existe done 
un element tik de H, tel que la suite (#i) (ou, tout au moins, une suite 
partielle notte de la mdme facon) converge vers tik faiblement dans Hi, 
fortement dans L2(M) et L2(B), presque partout dans A4 et B. D’apres le 
Theoreme 4 de Cherrier [Ill, nous pouvons aussi supposer que la suite 
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(exp(]#ilk)) converge vers exp(]#k(k) dans Lq(M) et L*(B) pour tout q> 1. 
D’ou, en raisonnant comme dans la preuve du Thtoreme 7 de Cherrier [ 9 ], 
;+)fk(t, x) dt dV(x) + i, ~o’i’y’ gk(t, y) dt dS( y ) 1 
= j,i”“‘“‘,,t, x) dt dV(x) + jB j-;*“’ gk(t, y) dt dS( y) 
‘ 0 
et limi,, c,(4i> = Ck(ti,k>. P ar consequent, puisque JJV4,)): <l&,, JJ V#iJ/z, 
on voit que I,(#,) < lim,,, Ik(oi) = ,uu,, c’est-a-dire I,(#,) = pk car $k E f, H . 
La differentielle dC, ne s’annulant pas sur r, R , qui est done une s&k 
varitte de codimension 1 de Hi, on ecrit l’equati& d’Euler et il existe un 
scalaire A, tel que 
M 
(40) 
pour tout < E H, . 
11 s’agit maintenant de faire tendre k vers 2. 
4. Tout d’abord, mettons en evidence un ensemble de fonctions (#,J, 
k E ] 1,2[, borne dans H,. 
Fixons-nous E > 0. Les constantes CI, p, 6 ont ete delinies plus haut. 
Remarquons qu’il existe u > 0 tel que Ilk(s)) < (s/2)6 si ) sJ ,< u et 1 < k < 2, 
la fonction 
&ant definie et continue sur [ 1, 21 x R, nulle quand s = 0. On peut alors 
trouver un reel rD > 0 independant de k tel que, si 0 < R, ,< r. et k E I1,2[, 
r contient la fonction constante prenant en tout point la valeur 
s,,~~‘E IO, u]: il suffit de choisir r = inf i Sk42 C,(o) et de tenir compte du 
fait ‘que la fonction continue s -+“Ck(s) prend sur l’intervalle [0, u] toute 
valeur comprise entre 0 et r,. Dans ces conditions, par definition de #k, 
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Soit maintenant 1 E 10, I] tel que (au’ + /3u)/S < 42 des que ] U] < 2/1. 
D’apres (iv), il existe deux reels >0 p et E tel que, si t, est assez petit, on ait 
IWdl >E Itl“ pour ItlSdGyEB; 
nous prendrons t2 < min( 1, Ai” “/2 mes(B)) et, par consequent, si 
I4 G ,$, <&2”” = t,, (h,(t,y)l~EIt(~k’2>/E(f(u. , 
D’apres (ii), on peut alors determiner un reel E’ < [E/(/A + l)](mes(B))-’ tel 
ve 
inf(]h,(t,y)];l<k<2,ltJ>t,,yEB)>E’>O. 
Choisissons R, < (E’/2)A” ‘I. Comme th(t, y) > 0 pour t # 0, on en ddduit, 
pour tout d E Tk,Rr, la minoration suivante: 
Rk=Ck(~)=[j,~,sf*jo~+j,,,>f j;] hk(t,y)dtdS 
2 
> j j’@‘E/tl@dtdS+j 
IrnlSf* 0 
j’“‘E’dtdS 
l@l >fl t* 
c’est-i-dire 
+E’ j ,m,>r /WS-E’t2me@h 2 
+$ + t2 mes(B) > 
E(mes(B))-“ 
(i,,,., l~~dsjfl+‘+/,@,>, I$ldS @+l)E’ ,* 2 
> 
et, puisque (R,/E’) + t, mes(B) < 1“” ,< 1, 
194 PASCAL CHERRIER 
d’ou 
Donnons aux R, la valeur commune R = min(r,, E’Apt l/2). 
Compte tenu de l’inegalite (39) du paragraphe 3 et de ce qui precede, on 
conclut que 
et 
Comme sup, II$kjJ,,B < 2d < 03, la famille (#,J est bornee dans Hi. 
5. 11 existe done une suite (kj)j,, de reels <2 tendant vers 2 telle 
que la suite &i) converge vers d E H, faiblement dans H,, fortement dans 
L’(M) et L*(B), presque partout sur M et B. Ainsi, pour tout r E H,, 
= j_ (V$Wi~ + a#) dV t j bqh(dS. 
2 $1 /I 
Le Theoreme 3 de Cherrier Ill ) nous dit alors que, pour tout F < 71 (resp. 
F < 2n), il existe deux reels q > 1 et F’, dependant de F, tels que, si v E H, 
et IlVwli: < F, la fonction exp(qW*) est integrable sur B (resp. sur M) et une 
inegalite de la forme suivante est satisfaite: 
eqo2dS (resp. [ e 
-8 ” ,M 
‘I”‘dV) Gcteexp IF’ (%I2 I. 
Par consequent, si 2CC’/(l -pa), qui est aussi voisin qu’on veut de CC’/& 
est strictement inferieur a rr, c’est-a-dire si 
7c(l -pE) 
ccc,= 2C’ (42) 
(rappelons que C’ ne depend que des valeurs prises parfsur l’ensemble des 
points ou cette fonction est CO), en choisissant E assez petit, nous voyons a 
l’aide de (41) que 
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les fonctions exp(C&) sont de puissance q-itme intigrables sur A4 et B pour 
une certaine valeur de q > 1 et meme, comme ]j, 4, d.S] ,< 1 pour tout k, 
Grace a l’hypothese (36) de l’enonci du theoreme, on en deduit que la 
suite (h.(&., x)) (rev. (gkj(4kj, y)h (hkj(h,, ~1)) est born& dans L’(M) 
(resp. Lq@)(: 
SAq[meW) exp(qC) + IIex~(C&,>/l~,,l S cte; 
comme elle converge simplement presque partour sur M (resp. sur B) et que 
q > 1, elle tend faiblement vers f(& x) (resp. g(d, y), A(#, y)) dans L4(M) 
(resp. Lq(B)) quand j-1 co. Puisque H, cL~‘(~-‘)(M) et H, c Lq”q-“(B), 
pour tout r E H,, les suites de terme general 
convergent done, respectivement, vers 
i fM 4 W> gC+4 Y> US et W4 Y> MS. M 1 B 1 B 
Posons, pour tout (k, by> E [ L2[ X IO, 11 X 4 ~lk(f, Y> = h&tidy),y) 4kc.v). 
L’ensemble des fonctions vk est borne dans Lql( [0, l] X B) quel que soit 
q1 E ]l,q[. En effet, compte tenu de I’inegalite exp(Cq, uk) a uql < 
cte exp(Cquk) pour tout u > 0, on a 
II !Ykll;:,cro, 1IXB) GA4’ exP(Cq, tt#ktk). t#klq’dtdS 
IO,llXB 
,< cte 
s 
exp(Cq ( dk 1”) dS < cte. 
B 
Comme tykj(t, y) tend vers ~(t, y) = h(t#( y), y) d(y) presque partout dans 
l’espace de mesure finie [0, 1 ] x B, vkj --t w faiblement dans Lql( [0, 1 ] X B), 
ce qui entraine que 
1 h(t#, y) ( dtdS = lim IO.11 XB I j+* IO.IIXB yk, dtdS = fiz Cki(#kj) = R # 0: -9 
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d’apres (ii), ceci assure que la trace de 4 sur B n’est pas presque partout 
nulle et, en particulier, 4 f 0. 
Supposant l’existence dans E de A = lim. ,~m $, nous pouvons maintenant 
faire tendre k = kj vers 2 dans l’egalite (40); d’ou, pour tout <E N, , 
Prenant < = 4, on voit que A est necessairement fini puisque, de la non nullite 
de y(g) et de (ii), on dtduit que Se h(#, v) $dS # 0. 
D’aprb le Theoreme 1, la fonction 4, qui satisfait, quel que soit 5 e H,, a 
une relation de la forme 
I (Vi#ViC + F($, X> C) dl’ + 1 G(#, Y) tdS = 0, M B 
oti les fonctions F E Cm@ x M) et G E C”O(R x B) sont telles que 
FM x> E L4(M) et G($, Y) E L’(B) avec q > 1, est une solution ECm(M) du 
probleme aux limites (37). 
Remarques. (1) C onservant les notations du debut du paragraphe 3, si 
nous minorons 
.@(X) 
J J fk(f, x) dfdW) M 0 
par -C, ]/ #]],,,w au lieu de -C’ 
et si c > 0 designe la borne inferieure des constantes A telles que, pour tout 
4 E H,, IhII1.M GA llvdllZ + ‘CA) b%.B~ l’inegalite (39) prend la forme: 
En donnant aux R, une valeur suffkamment petite, (41) devient: 
Si C ( Cl, = n[(l - p5)/2oC,]* et si on prend E assez voisin de 0, on voit que 
~UPk(l/~(\rh)ll:) < 71 et on acheve la resolution de (37) comme 
precedemment. On peut done substituer g (42) l’hypothese 
C < C; = min(C,, Ch). (42’) 
(2) Si, pour tout (t, x, y) E R x c X B, If(t, x)1 < cte exp(Ct’) et 
ICg(:‘~~l+Ih(t,r)l~cteexp(lrl ) a avec a < 2, (37) admet une solution quand I, 
0' 
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(3) En utilisant la partie (I(iii)) du Theoreme 4 de Cherrier [ 111, on 
peut montrer que, pour R assez petit, la borne inferieure de I, sur r,,, est 
atteinte. Mais, pour ce faire, en general, il convient, dans (42’), de remplacer 
Ct par un reel strictement inferieur. 
VI. UN PROBL~ME DE NEUMANN NON LINBAIRE 
EN DIMENSION n > 2 
Motives par l’extension du probleme de Yamabe [ 171 aux varietls a bord 
mentionnee dans la seconde partie du Chapitre I, nous allons maintenant 
rtsoudre un probleme de Neumann en dimension 23. Nous ferons usage 
d’inegalites de Sobolev Ctudiees au Theoreme 1 de Cherrier [ 111. 
Soit a une variete riemannienne compacte connexe orientable de 
dimension n > 3, d’intbieur A4, dont le bord B est une sous-variete de 
dimension n - 1; u et U’ (resp. u et 0’) designant deux fonctions C” sur Q 
(resp. sur B), on cherche a determiner un scalaire I et une fonction 
4 E Cco(ii;i) partout >0 tels que 
a l’interieur, 
(**) 
Soient u = 2n/(n - 2), 7 = 2(n - l)/(n - 2), 6 E ]O,a - 7[ et ZZ l’ensemble 
des couples de reels (a, j3) tels que a - p > 6, 2 < a < o, 2 < ,f3 < 7. 
Pour tout d E H, = H:(M) et tout c = (a, /?) E ZZ, posons 
Z(Q)=j 
M 
(/V#I’+u#*)d~+j v$*ds 
B 
et 
u’ 141” dV+;, v’ i#15 dS. 
B 
Les fonctionnelles Z et r, sont bien detinies puisque H, est contenu dans 
L”(M) et L’(B), d’apres Sobolev. 
Notant t+ = sup(t, 0) pour tout t e R, on peut enoncer le 
T&ORBME 5. Supposons que u’ ait un signe constant, par exemple 
u’ > 0. Si c E I7, dhignons par ,uC la borne infkrieure de I($) quand 4 
parcourt Pensemble ZC des fonctions $ E H, telles que r,(4) = 1. Le probEme 
(**) admet une solution si 
(SF 24’) [(&n, 2))2111c+o]u’2 + -f- (sip v’) + [(K(n, n - 1, 1,2))2~u,‘,]~~2 < 1 
(43) 
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(co = (a, r), I+, 2) et K( n, n - 1, 1, 2) sent les meilleures constantes pour les 
inclusions de H, dans L”(M) et L’(B), respectivement; elles sont d&ties au 
Theordme 1 de Cherrier 11 I], voir aussi Aubin [ 5 I) dans chacun des cas 
suivants: 
(i) u’ partout >O, v’ arbitraire; 
(ii) u’ > 0, v’ partout >O et (-inf,-u)+ p < 1, ozi p > 0 est la meilleure 
constante pour l’inegalite de Sobolev (47). 
Dt!monsfration. Nous nous placerons d’abord sous les hypotheses (i). 
Les inclusions de H, dans L”(M) et L’(B) &ant continues mais non 
compactes, on procede par resolution d’une equation approchee t passage a 
la limite, tout comme Aubin [4 et 61. 
1. Sup{]p,]; c E II) < co. Soit g,. la fonction continue sur 10, 00 1 
detinie par 
g,(t) =ta J,, u’dV + “y j 
b B 
v’dS; 
g,(O) = 0, b,, g,(f) = co car a > /3, g, decroit sur [0, 13~1 et croit stric- 
tement sur [f?,, co [ avec 8, > 0, done il existe un unique reel t, > 0 tel que 
g,(t,) = 1: la fonction constante prenant en tout point la valeur t, appartient 
a C, qui n’est pas vide. On peut alors determiner T E R tel que t, < T pour 
tout c E 17 et ainsi 
Si I, u’dS > 0, il sufftt de prendre 
Si JB v’dS < 0, soit T,, un reel tel que 
Quandt>,T,,,commej?<a-6,ona 
> t2 1 +_II_ b’ds 2 (, u,dv TO’ M u’dV> f j, u’dv, 
done, pour T= max[fi(JM u’dV)-“*, T,], g,(T) > 1 et, par suite, t, < T. 
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Montrons maintenant que Inf{&; c E n} > -co. D’une part, U’ &ant 
partout >0 sur la variitk compacte li;i, m = inf,,du’(x)) est >O. L’inclusion 
H, c L’(B) &ant continue, soit, d’autre part, D une constante 21 telle que, 
si v E H, , on ait 
Difinissons Ci (1 < i < 3), des r6els indkpendants de c = (a, p) E fl, Par 
c, = sup *6a~o [ m-l’2 (l, ddV) (-J ) 
C2 = 2:,sp, (24-2uD4 ((2,‘Ilc4(mesB)1-‘D”‘]? 
r 
c, = sup [21’“c,(c, + l)l’,]. 
2<a<o 
Si $ est un tkment de 2, tel que I( 4 112,,, > 1, compte tenu des inkgalith 
(a +b)“,< 2”-‘(a” +b”) et (a t b)l’, < 2yLP + b”“) 
valables quels que soient les Gels a et b > 0, nous 6crirons 
Mll2$4~ K”2 (I, d/2&j 1’2 
1 ++IIv’)),(mesB) - l ‘D’“‘~4W’~112 + 11#/12,~)“] 1’a 
,<C,[l t24~2~04(~~‘ll,(mesB)‘~‘4”‘(ll~~ll~t l1411!,M>l”~ 
< C,[C* IIWI~ + (C* + 1) l1911LI”a 
< 2”“c,c:‘” p~~~~‘” + 21’nCl(CZ + lye Ildll~~~ 
< C,(llV$ II!‘” + II 0 ll;!zf>* 
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Or, /I/a < 1 - (6/a) < 1 - (6/a). S oient s E 10, l[ et C4(s, u, 6, C,) une 
constante telle que, pour tout t > 0, t’-‘“‘“’ < (s/CJ) t + C,. Nous pouvons 
majorer 11#112,M > 1 sous la forme suivante: 
II&f< Cd1 + Ilwl:-‘s’“’ + lIAI:,-,‘“‘“‘> 
G &(llV4ll2 + II&A + Cdl + 2CJY 
done, si er = e/(1 - E) et C = C,(l t 2C,)/( 1 - E), une constante qui depend 
de E, mais pas de c E 17, on obtient 
lMll2,M G El llV~ll* -i- c. (44) 
Comme on peut prendre C > 1, cette inbgalite est en fait vraie quels que 
soientcEZZet#EC,. 
Si u f 0, les injections de H, dans L2(B) et L’(M) etant compactes, on 
peut associer a tout s’ E 10, l[ une constante C’(s’, 21, ti) telle que, si 
WEHI, 
llwll:,B G IW[&’ llwl: + C’ Ilwll:,Ml 
et, par suite, 
Z(w)> (1 - &‘I Ilwl: --A(&‘) IIwll:,w (45) 
oil A(&‘) = II 4Ico,M t C’; une inegalite de ce type subsiste si u z 0 car, dans 
ce 9 W > IWlli - l141c,M Ilwll~,,. 
Choisissant alors le reel arbitrairement petit E, de facon que 
1 - E’ - 2AcT > 0, d’apres (44) et (45), on voit que, si Q E zc,, 
I($) > (1 -E’ - 2Ac;) IlV@ll; - 2AC’ > - 2AC’. 
D’ou, finalement, pour tout c E ZZ, ue > -2AC’. 
Remarquons que si AW est un sow-ensemble de Uccn ,?Yc tel que 
sup{Z(#); 4 E 2) = L ( co, GF est borne dans H, . En effet, d’apres ce qui 
precede, pour tout 4 E AF, on a 
llwl: G 
I($) + UC* 
1-&‘-2A&; G 
L + 2AC* 
1 - 6’ _ ZQE; = cte 
et 
llhA~l IIVl12 + COte, 
d’oi ~uP,.Allv~ll* + ll~ll2,M> < 03. 
2. Supposons le parametre c = (a,/?) E Z7 tel que a < 0 et p < r et 
prouvons que la borne inferieure ,LL~ de Z sur C, est atteinte. 
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Soit Qj) une suite d’elements de JYc telle que Z(~j) +,u, quand j+ CO. 
Comme ) y#jl= ~(1 #jI) presque partout sur B, Z(4j) = Z(I #jI> et 
rcC#j> =rc(l #jI>, d one 1 #jI E JI, et, quitte i remplacer #j par ( #jI, nous 
pouvons supposer #j partout 20 sur M, ainsi que sa trace y#j sur B. La suite 
convergente (Z(#j)) &ant major&e, s~p~(ll#~ll~,) < co, d’apres la tin du 
paragraphe 1. Puisque les inclusions du Hilbert H, dans L’(M), L’(B), 
L”(M), L4(B) sont compactes, il existe une fonction 4, E H, telle qu’une 
suite extraite de la suite (tij), encore notte (#j), converge vers #,, faiblement 
dans H,, fortement dans chacun des espaces Lp precedents, presque partout 
dans M et, au sens des traces, sur B. Ainsi, 4, et y#, sont >O; 4, E 2, car 
r,(4,) = limj,, rc($j) = 1, done I(#,) > ,u~. De plus, comme 
Ilv~c112 G lim IIv4jl12 
j+m 
et 
1 u)fdVtf vqbfdS= u4jdVtj vqh;dS , 
M B B I 
Z(9,) < limj+ca I(#ji> = PC, d'oti Z(#,> = P, . 
La differentielle de Z, en tout point 0 de C, ltant f 0 (sinon, pour tout 
w E G@(M), on aurait I, ~‘4 ($ Ia-’ ydV = 0, done, dans Q’(M), 
~‘#(#(+‘=Oet#=0 car U’ est partout >0: $ serait nul dans Z-Z,, ce qui est 
impossible car Z,(o) = I), Ccrivons l’equation d’Euler. On obtient un 
multiplicateur de Lagrange 1, tel que dZ(#,) = A,dT,(#,), c’est-a-dire que, 
pour tout < E H, , 
(46) 
3. Nous allons maintenant faire tendre c = (a, p) vers c0 = (a, r). 
Dans (46), prenons < = 4,. Nous obtenons 
done, puisque (1 - (a//?)) s, ~‘4: dV < 0, 
202 PASCAL CHERRIER 
Par consequent, A, et p,. ont meme signe et, comme l’ensemble (p,),,,, est 
borne, 
D’autre part, puisque sup,.n(Z(#,)) < co, SU~,,,(~~~,~~~,) est aussi fini, 
d’apres 1; par suite, les inclusions de H, dans L”(M) et L’(B) &ant 
continues, ~up~~~(ll#J~,~) < co et ~up~~~(il#~ll,,~) < co. On voit alors que 
l’ensemble des fonctions (pi,“-‘} (resp. {&I}) est borne dans le Banach 
reflexif LU’(O-l) (M) (resp. LT’(TT1) (B)) dont le dual L”(M) (resp. L”(B)) 
contient H, : par exemple, (/I - l)/(r - 1) < 1 et 
I1431,,~,-I,,a <@es W’““’ ll4,llf.;’ 
< [max(l, (mes B)“““’ )I bx(L ll~,ll:.8’>1 < a. 
De ce qui precede, on deduit l’existence dune suite cj = (aj,pj) de ZZ 
convergeant vers cO, d’un scalaire A, limite de la suite (A,i> et d’une fonction 
#, E H, possedant les proprietls suivantes: 
- dcj tend vers Q,, faiblement dans H,, fortement dans L2(M) et 
L’(B), presque partout sur M et B; done Q,, et sa trace sur B sont 20 et, si 
t E HI 7 1, Vi#cjVirdV+ JM V’#,Vitd~ 
- q5:;-’ (resp. 42-l) converge faiblement vers 4X-r (resp. &-‘) dans 
L”““-“(M) (resp. LT’(‘-‘)(B)). 
Nous pouvons aussi supposer la suite (,u,) convergente, de limite p0 < pcO. 
En effet, soit 4 E Cc0 une fonction 20 telle que pucO < Z(g) < pc, + E. Pour tout 
j, il existe un unique reel fj > 0 tel que <cj(fjd) = 1; tj -+ 1 quand j + co. 
Sinon il existerait une suite extraite tjk de limtte If 1. Or, sur M, 
0 < u’#ajk < u’( 1 + 4”) E L’(M) 
et, sur B, 
1 d$Pk/ < 
D’oti, par convergence dominee, 
lu’J(1 t 4’) EL’(B). 
l-,,,(fj,#) + 1” j u’&‘dV t $ I’ j v’@= dS, 
M B 
c’est-i-dire Z’JZ#) = 1: ceci contredit l’hypothese Z,O(rj) = 1 car I # 1 et nous 
avons vu qu’il n’y a qu’un seul reel r > 0 tel que ZJr$) = 1. Comme 
Pci < z(tj4) = tj’z(@)T on conclut que lim SUP~+~ ,ucj < z+~. 
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Passant a la limite dans (46), on trouve que. pour tout 5 E H, , 
ce qui exprime que le couple (A,,, &,) est une solution faible du probleme aux 
limites (**). En fait, d’apres le Theoreme 1, y& E Cm(@) et veritie (**). 
4. La demonstration du Lemme 6 de Aubin [6] et le principe de 
Hopf montrent quej, est ou bien identiquement ulle ou bien partout >0 sur 
M et, en fait, sur M: tout point P oti & atteint son minimum sur li? appar- 
tient a B et (d#,/dn)(P) < 0, done 4,,(P) > 0 sinon 
Z(P) = (-t)$& + A0 u’&-‘(“-z))(P) 
serait nul. Pour que la solution 4, soit >O, il sufftt done de montrer que 
$0 4 0 et, par suite, que IIOol12,M = limj+, /14c,l/2,M > 0. 
D’apres le Theoreme 1 de Cherrier JI 1 J, quels que soient K > @n, 2) et 
K’ > K(n, n - 1, 1, 2), il existe une constante C(K, K’, I@ telle que, pour 
tout y E H,, on ait 
et 
Soient s > 0 et D(E, 0) un scalaire tel que, pour a et b > 0, p E [0, a], on ait 
(a + b)“* < (1 + E) aPI + Dbp’2. 
Wk (40 llV$,ll2’ < 0 + E)2’“W,) + A(E) ll4,ll~,, et, comme I(#,) = pu, 
(pour a < 0, /I < t), on peut ecrire 
de mcme, 
IIO,Ilf,, < (1 + 42K’DOlcf)4’2 + WK’* + C)“’ II&II?,,. 
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1 =Z-J&)=/ u’,;dY+$j’ v’$fdS 
'M B 
+a supv’ 
t i 
+ 
P 8 
(mes fjy -(B/r) jy’4 ol:)B~2] 
oti C, = D(AK2 + C)“‘*(sup,- u’)(mes M)‘-(a’o) et C, = (alp) D(AK” + 
C)D’2(sup, v’)+ (mes B)‘-@“’ sont major& independamment de a et /I par 
une constante c” > 0 dependant de E, K et K’. Prenons c = c.~. Quand j-t co, 
puisque limj,, pci < P,~, on trouve que 
+ mllbf + Il$4lll;.M)~ 
car la suite (4,) converge fortement vers #0 dans L*(M). Par consequent, si 
la condition (43) de l’inonce du theoreme est satisfaite, en choisissant E 
assez petit, K et K’ assez voisins, respectivement, de k(n, 2) et 
K(n, n - 1, 1,213 on obtient l]#0112,M > 0. Ceci achive la demonstration du 
cas (i). 
Quand U’ peut s’annuler, U’ > 0, et qu’on impose la condition v’ > 0 c’est- 
a-dire v = inf, U’ > 0, la preuve est analogue. 11 convient de mettre en 
evidence des reels >0 A, et A, tels que, si Q E lJcon C,, on ait 
Comme v' > O? s"P(ii@i~2,B;# E UcEn C,} = D < co. En effet, pour une telle 
fonction 4, 
1 = &@> >lE ~‘4’ dS 2 v Il4ll~,, > 4mes W-‘“‘2’ II4II!,,. 
Soit alors p la borne inferieure, qui depend de li?, des constantes D, 
auxquelles on peut associer un reel D, tel que, pour tout y E H,, on ait 
II wll:,M ,<DI IIWI: + D2 II v~Il:.w (47) 
PROBLBMES DE NEUMANN 205 
Si 1 > pz7, ou ti= (-infu)+, choisissons D, assez proche de p pour que 
A,= 1 -D,I> 0. On a alors 
d’ou la minoration souhaitee n posant A, = (D2 C t I( v 11,) D*. 
TH~OR~ME 6. Dans (w), prenons u = ](n - 2)/4(n - l)]R et u = 
[(n - 2)/2] h avec R la courbure scalaire de li? et h la courbure moyenne de 
B relatives a la metrique g. Si u’, v’ et p = P,.~ (qui est un invariant conforme 
dependant de u’ et v’) verifient l’inegalite’ (43), le couple (I, 4) mis en 
evidence au Theoreme 5 sous les conditions (i) ou (ii) est tel que la courbure 
scalaire de M et la courbure moyenne de B relatives a la metrique #4”n-2’g 
sent, respectivement, egales a [4(n - l)/(n - 2)] Au’ et [2I/(n - 2)]v’. 
Demonstration. Compte tenu de la partie I et du Theoreme 5, il reste a 
montrer que iu = Inf{Z(#) = IM(IV$l' + u$') dV + f, vo’ dS; 4 E H,, 
Z-(#)=j 
M 
~‘l(l”dY+~j~v’laJ~dS= I} 
est un invariant conforme. Soit g = ty 4’(n-Z)g, ou ty E C”(B) est partout >O, 
une metrique conforme a g. Les elements correspondant a g sont surmontes 
d’un a : dP= tfdV, dS= V’dS, je#j’= v/*-~IJV~~*, u"= v/l-u(dv/ t uw) et 
v” = t#-‘((dylldn) t vv/). Par suite, f(4) = T(#y) et, d’apres la formule de 
Stokes, 
+ WI’>‘) dS = I(@), 
d’ou le resultat :,U = fi. 
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